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1 Wprowadzenie

1.1 Rachunek prawdopodobienistwa a intuicja

Badanie i odkrycie matematyczne jest nie tylko rezultatem czystej dedukcji, myslenia
indukcyjnego i myslenia przez analogie, ale takze my$lenia intuicyjnego (zob. [52]). For-
malnemu ujeciu matematyki przeciwstawia sie ujecie intuicyjne. Abstrakcje i schema-
tyzm w nauczaniu matematyki przeciwstawia si¢ ,widzeniu”, ,,postrzeganiu” ogélnych,
istotnie waznych konstrukecji matematycznych oraz stosunkéw ilosciowych i przestrzen-
nych. Inspiracja i poczatkiem wszelkich odkry¢ oraz punktem dostarczajacym pewnosci
w rozumowaniu kazdego typu, autorem pomystow, stwierdzen czy hipotez jest ,oczy-
wistos¢”, |zdrowy rozsadek”, czyli intuicja.

Freudenthal przez dtugi czas zastepowal stowo ”intuicja” sformulowaniem ,ksztal-
towanie sie¢ matematycznych obiektéw” (zob. [12]). Czynil tak ze wzgledu na réznorod-
no$¢ znaczenia stowa ,intuicja” w réznych jezykach. Freudenthal pisal tez (zob. [13]),
ze intuicje bez poje¢ sg puste, pojecia bez intuicji sg slepe”.

Intuicje stochastyczne to zdolnos¢ dochodzenia do pewnych sadow i przekonan o
charakterze probabilistycznym i statystycznym bez $wiadomego wnioskowania, a nawet
bez uswiadamiania sobie przestanek uzasadniajacych to przekonanie czy sad. Jest to
zdolno$¢ lub proces poznawczy, polegajacy na trafnej ocenie probabilistycznych charak-
terystyk probki (prawdopodobienstwo zdarzenia, wartosé oczekiwana, rozktad, stocha-
styczna niezaleznosé) badz populacji na podstawie (niepeilnych) informacji o prébee,
niepoparty w petni sSwiadomym rozumowaniem i uzasadnieniem, uwarunkowany posia-
dang wiedza i doswiadczeniem.

Whioski natury intuicyjnej sa wnioskami, ktore wydaja nam si¢ oczywiste, ktore
formulujemy natychmiast, prawie bez gtebszego zastanowienia, z pominieciem deduk-
¢ji i rozumowan, rachunkéw i argumentacji, a na podstawie zachowanych w pamieci
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obrazow, schematow i modeli spotykanych uprzednio sytuacji. Myslenie intuicyjne jest
mysleniem o abstrakcyjnej sytuacji za posrednictwem jej konkretnego modelu (por.
[38]).

W [56], [57] i [58] przytoczone sa badania psychologow A. Tversky’ego i D. Kah-
nemana, z ktérych wynika, ze ludzie nie posiadaja wtasciwie wyksztalconych intuicji
probabilistycznych. W drodze ewolucji cztowiek nie zostal wyposazony w nawet pod-
stawowe intuicje probabilistyczne.

Btedne intuicje stochastyczne moga mie¢ podtoze matematyczne, moga bowiem
wynika¢ z braku elementarnej wiedzy probabilistycznej, statystycznej czy kombinato-
rycznej, ale takze z jej niewtasciwego przyswojenia (sformalizowany wyktad wcale nie
niweluje bltedéw w ocenach intuicyjnych). Bledne intuicje moga mie¢ takze podloze
psychologiczne i wyjasnienie formalne regut rachunku prawdopodobienstwa i statysty-
ki nie wystarcza do usuniecia tych ,blednych wyobrazen” w procesie przewidywania
probabilistycznego, ktore psychologia traktuje jako wazny psychologiczny proces przed-
decyzyjny. Z badan psychologéw wynika, ze w owym procesie przewidywania ludzie nie
tyle wykorzystuja tezy probabilistyczne, ile raczej stosuja pewne zasady, reguty, pewne
strategie.

Tversky i Kahneman badali podtoze btednych wyobrazen (bltednych intuicji) w
sytuacjach dotyczacych ocen prawdopodobienstwa. Wskazuja oni na rozbieznosci po-
miedzy subiektywnym prawdopodobiefistwem (tj. ocena prawdopodobienstwa podana
przez cztowieka, jako jego ocena szansy zdarzenia) a prawdopodobienstwem obiektyw-
nym, normatywnym, tj. wynikajacym z modelu probabilistycznego. Badania prowa-
dzone byly w ramach ich dociekan nad problemami nauczania matematyki. Badano
zachowanie sie 0sOb w roznym wieku i roznych profesji przy atakowaniu specyficznych
zagadnien stochastycznych (a w istocie kombinatorycznych).

Z badan J. M. Shaughenessy wynika, jak ogromng role w rozwoju wtasciwych in-
tuicji stochastycznych ujawniajacych sie w prawidtowym stosowaniu strategii heury-
stycznych ma osobisty kontakt cztowieka z empiria (losowanie i opracowywanie danych
statystycznych, korzystanie z gotowych danych, na przyktad wynikéw gier liczbowych,
wyznaczanie czestosci, konfrontacja ocen a posteriori z ocenami a priori). Badania, o
ktorych tu mowa, potwierdzaja, ze nauczanie rachunku prawdopodobienstwa zbyt sfor-
malizowane, odizolowane od statystyki matematycznej, pomijajace aspekt empiryczny
poje¢ probabilistycznych, pomijajace takze pewne klasyczne paradoksy, tj. zadania-
stochastyczne niespodzianki, nie usuwa btednych intuicji. Kahneman i Tversky pod-
kreslaja z naciskiem, ze te same bledy popetniaja uczniowie ,naiwni stochastycznie” (t;j.
bez elementarnej wiedzy stochastycznej), jak i dorosli, majacy nawet za soba kurs za-
awansowanego, ale sformalizowanego rachunku prawdopodobienstwa. Stwierdzaja po-
mytki tego typu nawet wsérod psychologéw o pewnej wiedzy stochastycznej.

1 WPROWADZENIE

1.2 Czynnosciowe nauczanie matematyki

Koncepcja czynnosciowa jest podstawowa strategia poprawnego dydaktycznie procesu
nauczania-uczenia si¢ matematyki, ale moze by¢ tatwo rowniez zinterpretowana jako
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podstawowa strategia odkrywania i tworzenia matematyki przez uczniow (zob. [55]).
Jest to metoda uniwersalna, zalecana w nauczaniu réznych przedmiotéw, ale w mate-
matyce - ze wzgledu na abstrakcyjny i operatywny charakter poje¢ matematycznych -
ma specyficzne znaczenie. W nauczaniu czynnosciowym staramy sie ukazywa¢ matema-
tyke od strony pojeciowej, a nie regut i algorytmoéw, jak to miato miejsce w koncepcji
mechanistycznej. Wazne sa tutaj pojecia, definicje, prawa, twierdzenia, rozumowania,
a dopiero pozniej, jako podsumowanie i ukoronowanie réznorodnych czynnosci, formu-
towanie i stosowanie algorytméw. Z kolei w koncepcji integralnej matematyka powinna
wyrastaé z rzeczywistosci, z realnych sytuacji; w wypadku metody czynnosciowej przed-
mioty i zjawiska otaczajacego srodowiska nie zawsze musza by¢ punktem wyjscia do
poje¢ matematycznych. Obok sytuacji realistycznych moga to by¢ sytuacje sztucznie
skonstruowane, wykorzystujace specjalne srodki dydaktyczne, a takze problemy czysto
abstrakcyjne. Nauczanie czynnosciowe cechuje sie wielka dbatoscig o precyzje i porza-
dek, o jasnos$é i dobre rozumienie poje¢ matematycznych, o zgodnosé poje¢ szkolnych z
pojeciami naukowymi; podstawa dziatalnosci matematycznej ucznia jest Swiadomosé,
w ktorym miejscu ”budowli matematycznej” on sie znajduje. Celem nadrzednym tej
metody jest zdobywanie przez ucznia wiedzy operatywnej, nie na drodze chaotycz-
nych préb rozwigzywania schematycznych zadan, czy zbyt swobodnej ”tworczosci”, ale
na podstawie dobrze zaplanowanej przez nauczyciela dziatalnosci ucznia. Tylko wy-
kwalifikowany nauczyciel, znajacy dobrze metodyke nauczania, wlasciwie zaplanuje i
doprowadzi do wytworzenia w umysle ucznia kolejnych elementéw wiedzy, z akcentem
na “aktywnos$¢ matematyczng, na dziatanie w matematycznym $wiecie i jego powia-
zanie z rzeczywistoscig, na tworcze do$wiadczenie, ktére uczen zdobywa stopniowo
w toku rozwiazywania zadan otwartych dla twoérczosci na jego miare” (zob. [38]). W
metodzie czynnosciowej realizuje sie podejscie konstruktywistyczne, w ktérym uczen
tworzy swoja wiedze w integracji z materiatami, r6znorodnymi zadaniami, na drodze
bogatych doswiadczen, pod kierunkiem nauczyciela i we wspotpracy z kolegami. Nie
chodzi jednak o powierzchowne ksztattowanie poje¢ matematycznych, prowadzace do
odpowiedzi na pytanie "co to jest ... 7, ale aktywne poznanie metod i technik, ktore
pozwola rozwigzywac zadania typu ”jak mozna skonstruowac ... 7. Potwierdzenie tej
idei znajdujemy w ksiazce Piageta Dokad zmierza edukacja w formie rozbudowanej i
uzasadnionej licznymi badaniami. Czytamy w niej mianowicie, ze podstawowym warun-
kiem dla catego procesu ksztattowania intelektu, szczegdlnie waznym w przedmiotach
wprowadzajacych w nauki Sciste, jest: stosowanie metod aktywnych, pozwalajacych na
spontaniczne poszukiwania i wymagajacych, aby kazda prawda, ktérg trzeba odkry¢,
byta na nowo odkrywana przez ucznia lub przynajmniej odtwarzana, a nie tylko mu
przekazana.

1 WPROWADZENIE

1.3 Rachunek prawdopodobienstwa a gry stochastyczne

Prawdopodobienstwo jest obecne na kazdym etapie ksztalcenia nauczycieli matema-
tyki. Ale nauczycielom matematyki czesto brakuje konkretnego narzedzia do wprowa-
dzania prawdopodobienstwa w szkole. Sytuacja jest jeszcze wiekszym wyzwaniem dla
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nauczycieli szkét podstawowych i gimnazjéow. Konkretng propozycja dydaktyczng jest
wprowadzanie poje¢ stochastycznych na gruncie gier losowych, ktore niosa ze sobg wie-
le stochastycznych paradokséw. Rozstrzyganie réznych problemoéw zwiazanych z tymi
grami prowadzi do wtasciwego zrozumienia podstawowych wtasnosci i nabycia prawi-
dtowych intuicji. Dzigki paradoksom, pojawiajacym si¢ w takich grach, mozna budowac
sytuacje dydaktyczne, ktore stuza do wywotania refleksji dydaktycznej u nauczycieli
i uczniow. Chociaz prawdopodobienistwo jest obecne na pierwotnych i wtoérnych po-
ziomach ksztalcenia nauczycieli matematyki, to matematykom brakuje konkretnego
narzedzia w edukacji probabilistycznej. Nawet dobrze wyksztatceni nauczyciele mate-
matyki, posiadajacy duza wiedz¢ matematyczna, zwykle potrzebuja dodatkowej wiedzy
zawodowej zwiazanej z nauczaniem prawdopodobienstwa. Ogolne zasady nauczania,
ktore sa skuteczne w innych dziedzinach matematyki, nie zawsze beda skuteczne w
nauczaniu probabilistyki. Sytuacja jest jeszcze wigkszym wyzwaniem dla nauczycieli
szkot podstawowych. Chociaz nauczyciele nie potrzebuja wysokiego poziomu wiedzy
matematycznej, to jednak jest im konieczne dogtebne zrozumienie podstawowych po-
je¢ matematyki, ktorych ucza w szkotach, w tym glebokie zrozumienie wzajemnych
potaczen i zalezno$ci miedzy réznymi aspektami tej wiedzy (zob. [41]). W [2] zostaly
opisane dodatkowe elementy potrzebne w wiedzy zawodowej nauczycieli:

1 WPROWADZENIE

(a) epistemologia: epistemologiczne refleksje na temat znaczenia poje¢ do nauczania,
np. rézne znaczenia prawdopodobienstwa (zob. [3]);

(b) poznanie: przewidywanie trudnosci w nauce uczniéw, btedéw, przeszkod i strate-
gii;

(c) $rodki i metody dydaktyczne: do$wiadczenie w dobrym doborze przyktadow i sy-
tuacji dydaktycznych oraz narzedzi dydaktycznych; zdolnos¢ do krytycznej anali-
zy podrecznikéw, programow nauczania, dokumentow; umiejetnosé dostosowania
statystyki do réznych pozioméw nauczania;

(d) umiejetnos¢ angazowania i zainteresowania uczniow, uwzglednianie postaw i prze-
konan uczniéw;

(e) interakcje: mozliwosé tworzenia dobrej komunikacji w klasie i uzywanie oceny
jako sposobu wydawania instrukcji.

Duza role w nauczaniu prawdopodobienstwa maja klasyczne paradoksy. Dzigki pa-
radoksom mozna organizowac niektére dziatania dydaktyczne skierowane do nauczycieli
matematyki. Celem tych dziatan jest sprowokowanie refleksji nauczycieli nad elemen-
tarnymi pojeciami stochastycznymi. Dziatania te pomagaja nauczycielom zrozumie¢
trudnosci i przeszkody ucznidéw i pozwalaja im rozbudowaé¢ wtasna baze metodologicz-
na i dydaktyczna.

Wprowadzenie grafu stochastycznego do nauczaniu rachunku prawdopodobienstwa
ma te wlasciwe intuicje stochastyczne tworzy¢, ksztatci¢ i w odpowiedni sposdb rozwi-
ja¢. Jednoczesnie proces ten budujemy wprowadzajac szczegdlny rodzaj doswiadczen
losowych i problemow generowanych przez te doswiadczenia.
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2 Kompendium z probabilistyki

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

2.1 Przestrzen probabilistyczna ziarnista, zmienna losowa i
generowana przez nig przestrzen probabilistyczna na prostej

Przedmiotem rachunku prawdopodobienstwa jest konstruowanie i badanie przestrzeni
probabilistycznych. Taka przestrzenia (w mys$l aksjomatycznej definicji Kotmogorowa )
jest trojka (€2, Z, P), gdzie Q) jest dowolnym, niepustym zbiorem, Z jest o-ciatem pod-
zbioréw zbioru €2, a P miara unormowang na Z (por. [4], s. 94. oraz [60], s. 23.).
Zbior ) nazywa sie przestrzenia zdarzen elementarnych, a jego elementy zdarzeniami
elementarnymi. Elementy rodziny Z nazywamy zdarzeniami, a liczbe P(A) dla A € Z
nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.

Definicja 1. Niech €2 bedzie dowolnym, co najmniej dwuelementowym i co najwyzej
przeliczalnym zbiorem. Funkcje p: 2 — R, nieujemng i spelniajgca warunek

> plw) =1,

weN

nazywamy rozktadem prawdopodobienstwa na zbiorze ().
Jezeli s € Ny 1 Q = {wy,ws,...,ws} oraz p(w) = % dla kazdego w € €, to funkcje

p nazywamy klasycznym rozkltadem prawdopodobienstwa na zbiorze (2.

Definicja 2. Niech p bedzie rozkladem prawdopodobiefistwa na zbiorze 2, Z = 2% oraz
P: Z—R, gdzie

07 gdy A = ®7
P(A) = | PWw), gdy A = {w}, (1)
> pw), gdy #4 > 2.
wEQAwEA

Mozna wykazaé, ze trojka (€, Z, P) jest przestrzenia probabilistyczna w sensie aksjo-
matycznej definicji (por. [4], s. 94. oraz [60], s. 23.), a wiec P jest prawdopodobienstwem
na Z. Tak okreslona tréjke (za pomoca pary (€2, p)) nazywamy ziarnista przestrzenia
probabilistyczng. Ziarnista przestrzen probabilistyczna nazywamy takze co najwyzej
przeliczalng.

Definicja 3. Zdarzeniem w przestrzeni probabilistycznej (€2, Z, P) nazywamy kazdy
podzbidr zbioru €. Zbiér Z = 2 jest rodzing wszystkich zdarzen w przestrzeni proba-
bilistycznej (€2, p). Nazywamy ja rodzina zdarzen pokrewnych. Zdarzenie () nazywamy
zdarzeniem niemozliwym, a zdarzenie () zdarzeniem pewnym.

Definicja 4. Rodzine co najmniej dwoch zdarzen w przestrzeni probabilistycznej (£2, Z, P),
z ktoérych kazde dwa sg roztaczne i ktérych suma jest zdarzeniem pewnym, nazywamy
uktadem zupetlnym zdarzen.
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2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

Jezeli A jest przeliczalnym podzbiorem zbioru €2, to prawdopodobienstwo zdarzenia
A jest (zgodnie z definicja 2) suma pewnego szeregu liczbowego. Trudnosci zwiazane z
obliczaniem prawdopodobienstwa zdarzenia w przeliczalnych (a wiec nieskonczonych)
przestrzeniach probabilistycznych wynikaja m. in. z trudnosci dotyczacych znajdowania
sum szeregéw liczbowych (twierdzenia o zbieznosci szeregéw orzekaja, ze dla pewnych
szeregow liczbowych takie sumy istnieja, nie daja jednak recept na ich znajdowanie).

Jesli p jest klasycznym rozktadem prawdopodobienstwa na zbiorze €2, to tréjke
(Q, Z, P) nazywamy klasyczna przestrzenia probabilistyczna. Z definicji 2 wynika, ze
funkcja P zadana jest wowczas wzorem:
_#4
=20

Funkcje P nazywamy prawdopodobienstwem klasycznym.

P(A) dla A C Q.

W pracy uzywamy terminu ziarnista (w znaczeniu, jakie ma w j. angielskim stowo
discrete, czyli oderwany, odosobniony, nieciggly) zamiast rozpowszechnionego w lite-
raturze probabilistycznej terminu dyskretny (ktéry jest thumaczeniem z angielskiego
stowa discreet = roztropny, ostrozny, dyskretny, peten rezerwy — zob. J. Stanistawski,
Wielki stownik angielsko-polski, Wiedza Powszechna, Warszawa 1966, s. 222., por. tak-
ze [50], s. 212.). Za uzywaniem terminu ,ziarnisty” zamiast ,dyskretny” opowiada sie
W. Nowicki w ksiazce O $cistos¢ i kulture stowa w technice, Wydawnictwa Komunikacji
i Lacznosci, Warszawa 1978 (s. 69-72.).

Aby okresli¢ ziarnista przestrzen probabilistyczna (€2, Z, P) wystarczy okresli¢ na
co najmniej dwuelementowym i co najwyzej przeliczalnym zbiorze €2 rozktad prawdo-
podobienistwa p. Pare (€2, p) mozemy zatem takze nazywaé ziarnista przestrzenia pro-
babilistyczna. W dalszym ciggu konstruowanie przestrzeni probabilistycznej rozumiane
jest jako konstruowanie pary (€2, p), takiej ze Q jest zbiorem co najmniej dwuelemen-
towym i co najwyzej przeliczalnym, p za$ — rozktadem prawdopodobienistwa na zbiorze
Q). Prawdopodobienistwo w tej przestrzeni jest funkcja P okre$lona na zbiorze Z = 2%
wzorem (1). Jedli funkcja p jest klasycznym rozktadem prawdopodobiefistwa, to pare
(Q, p) nazywamy klasyczna przestrzenia probabilistyczna

B Niech Q* = {a,b,c}, p*(a) = 1, p*(b) = 01 p*(c) = 2. Rodzing zdarzeti w tej

przestrzeni jest zbior

2" ={0.{a} {0} {c} . {a, b}, {b, ¢}, {a, c},{a, b, c}}.
Prawdopodobienstwo w tej przestrzeni jest funkcja P* : Z2* — R, gdzie
Aezn || 0| {a} | {b} {a,0} | {b,c} | {a,c} | {a,b,c}
P*(A): | 0 0 1 2 1 1

P*:

~=
wWin| O
——

wli|

3 3

Tréjka (2*, Z*, P*), powstata z pary (2%, p*), jest przestrzenig probabilistyczna w sen-
sie definicji aksjomatyczne;j.

B Zal6zmy, ze (2, Z, P) jest przestrzenia probabilistyczna w sensie definicji aksjoma-
tycznej i ze ) jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Jest wiec Q = {w; : j € J},
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gdzie J = {1,2,...,s}, badz J = {1,2,3,...}. Niech P({w,}) = p(w;) dla w; € Q. Na
zbiorze () zostata tym samym okre$lona funkcja p, ktora — jak tatwo wykazaé — jest
rozkltadem prawdopodobienstwa na tym zbiorze.

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

Jesli ) jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym, to okreslenie przestrzeni probabili-
stycznej (2, Z, P) w sensie definicji aksjomatycznej jest rownowazne z okresleniem na
zbiorze () rozkladu prawdopodobienstwa p, a tym samym pary (€2, p).

Ziarnista przestrzen probabilistyczna (€2, Z, P) jest dalej utozsamiana z para (2, p),
ktora — w my$l definicji 2 — te trojke okresla jednoznacznie.

Jezeli (2, Z, P) jest klasyczna przestrzenia probabilistyczna, to réwniez pare (€2, p)
nazywamy klasyczna przestrzenia probabilistyczna (funkcja p jest rozkladem klasycz-
nym).

Definicja 5. Przestrzenie probabilistyczne (€21, p1) i (€22, p2) nazywamy réwnowaznymi
lub izomorficznymi, jesli istnieje bijekcja g ze zbioru 2; na zbiér (s, taka ze

Vwy € Qq,wy € Qo [wo = g(wr1) = pa(w2) = p1(wr)].

Dwie klasyczne przestrzenie probabilistyczne (€21, p1) i (€22, p2) sa izomorficzne wte-
dy i tylko wtedy, gdy zbiory §2; i {25 sa rownoliczne.

Definicja 6.

Zatozmy, ze pary (1,p1) i (Q9,p2) sa ziarnistymi przestrzeniami probabilistyczny-
mi. Niech Q1 5 = Q1 x Qy = {(z,y) : z € Q% Ay € Qy}. Okreslmy na zbiorze 2y 5
funkcje p;_» nastepujaco:

p1_2(x,y) = pi1(x) - p2(y) dla kazdego = € Qi dla kazdego y € Q.

Pare (€1_2,p1_2) nazywamy produktem kartezjanskim przestrzeni probabilistycznych
(€21, p1) oraz ({z, po) i oznaczamy (€1, p1) X (22, p2). Produkt (€2, p) x (€2, p), nazywamy
kwadratem kartezjanskim i oznaczamy (2, p)?.

Nietrudno wykazac, ze
— produkt kartezjanski ziarnistych przestrzeni probabilistycznych jest tez ziarnista
przestrzeniag probabilistyczna,
— produkt kartezjanski klasycznych przestrzeni probabilistycznych jest klasyczng prze-
strzenia probabilistyczng.

Pojecie produktu kartezjanskiego uogélnia sie na n przestrzeni probabilistycznych,
gdzie n € Ny oraz przeliczalnie wiele przestrzeni probabilistycznych. Produkt karte-
zjanski n identycznych przestrzeni probabilistycznych (€2, p) nazywamy n-ta potega
kartezjanska przestrzeni (€2, p) i oznaczamy (€2, p)". Produkt kartezjanski przeliczalnie
wielu identycznych przestrzeni probabilistycznych (€2, p) nazywamy przeliczalng potega
kartezjanska przestrzeni (€2, p) i oznaczamy (€2, p)>.

Definicja 7. Niech (€2, p) bedzie ziarnista przestrzenig probabilistyczna. Zmienng losowa
w tej przestrzeni probabilistycznej nazywamy kazda funkcje X : @ — R.
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Definicja 8. Niech Qx oznacza zbiér wartoséci zmiennej losowej X w przestrzeni proba-
bilistycznej (€2, p). Funkcje px: Qx — R, gdzie

px(zj) = Z pw) dlazx; € Qx, (2)

WEQNX (w)=x;

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

nazywamy rozktadem zmiennej losowej X.

Funkcja px jest rozktadem prawdopodobienistwa na zbiorze Qx, a wiec para (x, px)
jest przestrzenig probabilistyczng. Nazywamy ja przestrzenia probabilistyczna genero-
wang na prostej przez zmienng losowsg X.

Niech {X = z;} = {w € Q: X(w) = z;} dla z; € Qx. Zbiér {X = z,} jest zda-
rzeniem w przestrzeni probabilistycznej (€2, p). Niech P(X = z;) oznacza prawdopodo-
bienstwo zdarzenia {X = z,}. Liczbe P(X = x;) nazywamy prawdopodobienstwenn,
z jakim zmienna losowa X przyjmuje (moze przyjac) wartosé x;.

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli px jest funkcja okreslona wzorem (2), to

px(z;) = P(X = ;).

Definicja 9. Niech X bedzie zmienng losowa w ziarnistej przestrzeni probabilistycznej
(Q, p). Funkcje Px okreslona na rodzinie B borelowskich podzbioréw prostej wzorem

Px(4) = Y px(z;) dlaA€B, 3)

l'jGA
nazywamy prawdopodobienstwem generowanym na prostej przez zmienng losowa X.

Mozna wykazaé, ze trojka (R, B, Py) jest przestrzenia probabilistyczng w sensie
definicji aksjomatycznej.

Jezeli X jest zmienng losowa w ziarnistej przestrzeni probabilistycznej, to ze wzoru
(3) wynika, ze funkcja Px jest jednoznacznie okreslona przez funkcje px.

Definicja 10. Niech X bedzie zmienng losowa w przestrzeni probabilistycznej (€2, p), a
Qx zbiorem jej wartosci. Jezeli szereg

> - px(z))
l'jGQX

jest bezwzglednie zbiezny, to jego sume nazywamy wartoscia oczekiwang zmiennej lo-
sowej X i oznaczamy F(X).

2.2 Ziarniste doswiadczenie losowe i jego model stochastyczny.
Reguty drzewa stochastycznego
Przestrzenie probabilistyczne sa konstruowane i badane w tej pracy w kontekscie tzw.

doswiadczen losowych (zwanych czekaniami na serie). Doswiadczenie losowe rozumiemy
dalej tak, jak okresla je W. Feller. W pracy [11] (zob. s. 16-17.) wyr6znia on
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2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

— doswiadczenia losowe realne (rozpad atomu radioaktywnego, konstytuowanie sie
genotypu potomka, rzut konkretna moneta, wykladanie kart z potasowanej talii)
oraz

— dos$wiadczenia losowe pomyslane, jako (juz) obiekty $wiata matematyki (rzut sy-
metryczng moneta, losowanie punktu na obwodzie tarczy ruletki, losowanie punk-
tu z przedziatu liczbowego itd., symetryczna moneta jak i wspomniana ruletka,
ktorej wirujaca strzatka jest odcinkiem, sa obiektami swiata matematyki).

Zbiér wynikéow doswiadczenia losowego o jest co najmniej dwuelementowy. Jesli ten
zbior jest co najwyzej przeliczalny, to do$wiadczenie losowe nazywamy ziarnistym.
Wsrod ziarnistych doswiadczen losowych wyrdzniamy te, ktore przebiegaja etapami.
Nazywamy je do$wiadczeniami wieloetapowymi (por. [39], s. 75.). Wéréd doswiadczen
przebiegajacych etapami wyrdézniamy te, ktorych liczba etapéw jest losowa. Nazywamy
je do$wiadczeniami losowymi o losowej liczbie etapow. Takim doswiadczeniem o losowe;j
liczbie etapéw jest np. powtarzanie rzutu moneta tak dtugo, az wypadnie reszka.

[J [model stochastyczny do$wiadczenia losowego] Niech ¢ bedzie ziarnistym do$wiadczeniem
losowym (pomyslanym lub realnym). Modelem stochastycznym takiego doswiadczenia
) nazywamy przestrzen probabilistyczna (s, ps) taka, ze (s jest zbiorem wynikéw
do$wiadczenia 0, a ps jest funkcja, ktora kazdemu wynikowi doswiadczenia ¢ przypisuje
prawdopodobiefistwo, z jakim doswiadczenie moze sie tym wynikiem zakoriczy¢ (por.
48], s. 41. oraz [39], s. 43.).

Przestrzen probabilistyczna pojawia sie na ogét w kontekscie pewnego doswiadcze-
nia losowego, jako jego model stochastyczny.

[0 [reguty drzewa stochastycznego] W przypadku do$wiadczenia wieloetapowego 0 tworzymy
przestrzen probabilistyczna (s, ps) jako jego model, za pomoca nastepujacych regut
drzewa stochastycznego (zob. [48], s. 51-67.):

(R1) wynik wieloetapowego doswiadczenia losowego d (jako element zbioru {25, a zara-
zem jako tzw. zdarzenie elementarne) przedstawiamy jako ciag wynikéw kolejnych
etapow,

(R2) rozktad prawdopodobienstwa ps na zbiorze ()5 okreslamy tzw. reguta mnozenia,
ktora orzeka: jesli w € Qs iw = (ay,as, ..., a,), para (2, pr) jest modelem k-tego
etapu oraz a, € ), dla k=1,2,...,n, to

ps(w) = p1(ar) - pa(az) - ... - pu(an).

Reguta (R2) pozwala okresla¢ rozktad prawdopodobienstwa ps na zbiorze {25 wynikow
do$wiadczenia wieloetapowego 0, nie daje jednak podstaw do uznawania liczby ps(w)
za prawdopodobiefistwo wyniku w (por. [48], s. 59.).

Jesli § jest do$wiadczeniem losowym wieloetapowym, to przestrzen probabilistyczna
(Qs, ps) okreslong regutami drzewa stochastycznego (R1) i (R2) uznajemy za model tego
do$wiadczenia.
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O] [urnowa interpretacja skonczonej przestrzeni probabilistycznej] Zalozmy, ze (Q, p) jest prze-
strzenia probabilistyczna, ze Q0 = {wy,ws,...,ws} 1 ze wartosci funkeji p sa wymierne.

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

Niech p(w;) = % dla j=1,2,3,...,s. Rozwazmy urne U, w ktorej jest m kul i k; kul
ma etykiete w;, gdzie j = 1,2,3,...,s. Wynikiem losowania kuli z urny U jest etykieta
wylosowanej kuli. Przestrzen probabilistyczna (€2, p) jest modelem takiego losowania.
Kazda skoniczona przestrzen probabilistyczna (€2, p), gdzie p jest funkcja o wartosciach
wymiernych, mozemy interpretowaé jako model losowania kuli z pewnej urny. Powiemy
krotko, ze taka przestrzen probabilistyczng mozna utozsamia¢ z owa urnag. Méwimy tu
o urnowej prezentacji skonczonej przestrzeni probabilistycznej (€2, p).

[0 [ruletkowa prezentacja skoficzonej przestrzeni probabilistycznej] Niech para (€2, p), gdzie Q =
{wo, w1,ws, . ..,w,}, bedzie przestrzenia probabilistyczna. Rozwazmy w jej kontekscie
ruletke R, ktorej tarcza podzielona jest na (r+1) sektoréw z etykietami wy, wy, we, . . ., Wy,
przy czym iloraz miary kata sektora z etykieta w; i liczby 27 jest réwny p(w;) dla
j =0,1,2,...,r. Przestrzen probabilistyczna (2, p) jest modelem stochastycznym lo-
sowania sektora za pomoca opisanej ruletki R. Kazda skonczona przestrzen probabili-
styczna mozemy zatem utozsamiaé¢ z pewna ruletka. Mowimy tu o ruletkowej prezen-
tacji skoniczonej przestrzeni probabilistycznej (€2, p).

W przypadku do$wiadczen o losowej liczbie etapéw przyjmujemy umowe, ze kolejne
etapy sa przeprowadzane w kolejnych jednostkach czasu. Czas trwania do$wiadczenia
d o losowej liczbie etapéw (odmierzany liczba etapéw i rozwazany przed wykonaniem
do$wiadczenia §) jest zmienna losowa w jego modelu, tj. w przestrzeni probabilistycznej
(Qs, ps) okreslonej regutami drzewa stochastycznego (R1) i (R2).

Przedmiotem pracy jest konstruowanie i badanie przeliczalnych przestrzeni proba-
bilistycznych, ktére sg modelami doswiadczen losowych o losowej liczbie etapow.

Rozwazanie przeliczalnych przestrzeni probabilistycznych jako modeli doswiadczen
losowych wieloetapowych pozwala opisywac te przestrzenie i procedury ich badania w
naturalnym jezyku (czekanie, czas czekania, uzyskanie serii jako zdarzenie itd.)

Przyklad 1 (model stochastyczny rzutu moneta) Modelem stochastycznym rzutu sy-
metryczna moneta jest para (s, par), gdzie

Q= {01} i pM(O):pMu):%,

gdzie cyfra O jest kodem wyniku wypadnie orzet, cyfra 1 — wyniku wypadnie reszka.

Przyktad 2 (model stochastyczny n-krotnego rzutu moneta) Zgodnie z reguty (R1) wy-
nik n-krotnego rzutu moneta jest n-wyrazowa wariacja zbioru {0, 1}. Wyniki tego do-
Swiadczenia losowego tworza zatem zbiér Q5 = {0, 1}". Wszystkie wyniki sa jednako-
wo prawdopodobne (wynika to z faktu, ze w kazdym rzucie orzel i reszka sa jednakowo
prawdopodobne) i jest ich 2", a zatem prawdopodobienstwo kazdego jest réwne 2% Za-

L 1)n Modelem stochastycznym n-krotnego rzutu monetq jest zatem

uwazmy, ze 5, = (5
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klasyczna przestrzen probabilistyczna (£2,ar, Prar), gdzie

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

1 n
Qor = 0,11 & pan(w) = <§) dla kaidego w € Q.

Zauwazmy, ze okreslajac model n-krotnego rzutu moneta za pomoca regut drzewa
stochastycznego otrzymujemy te sama przestrzen probabilistyczna (a7, Prar)-

Przyktad 3 (model stochastyczny czekania na reszke) Powtarzanie rzutu monetg tak
dltugo, az wypadnie reszka, nazywamy czekaniem na reszke i oznaczamy §,. Zgodnie z
reguta (R1) kazdy wynik czekania na reszke jest ciggiem, ktérego ostatni wyraz jest row-
ny 1, a wszystkie wczesniejsze wyrazy sg rowne 0. Wyniki tego doswiadczenia losowego
tworza zatem zbiér €2, = {1,01,001,0001,...}. Jezeli w € Q,, to zapis |w| oznacza

liczbe wyrazow ciagu w. Jezeli w € Q. 1 |w| = k, to w jest szczegblnym wynikiem
k
k-krotnego rzutu moneta, a zatem jego prawdopodobienstwo jest rowne 21k = (%

Modelem stochastycznym czekania na reszke jest zatem przestrzen probablhstyczna

(€2, pr), gdzie

1\ 1l
pr(w) = (5) dla kazdego w € ,.

Okreslajac rozktad prawdopodobienstwa na zbiorze €. za pomoca reguty (R2) otrzy-
mujemy funkcje, ktora jest réwna funkcji p,. Za pomoca regut drzewa stochastycznego
uzyskujemy w tym przypadku przestrzen probabilistyczna (jako model czekania 9,),
ktora jest rownoczesnie modelem stochastycznym doswiadczenia losowego.

2.3 Serie sukcesow i porazek

Zaktadamy, ze zbior wynikéw kazdego etapu doswiadczenia losowego przebiegajacego
etapami jest skonczony. Wyniki do$wiadczenia losowego wieloetapowego sa w pracy
(w mysl reguty (R1)) ciagami wynikéw kolejnych etapéw, sa wiec wariacjami pewnego
zbioru skonczonego. Liczbe wyrazow ciagu skonczonego w nazywamy jego diugoscia
i oznaczamy |w|.

Definicja 11. Niech w oznacza dowolny ciag (ay, as, as, ..., a,). Niech k& < n. Podciag

(ay,as,as, ..., a;) nazywamy poczatkiem o dtugosci k ciagu w. Podciag (a,—g+1, Gn_ki2, - - -

nazywamy koncoéwka o dtugosci k ciggu w.

Definicja 12. Niech u bedzie dowolna, ustalona liczba rzeczywista z przedziatu (0,1).
Pare (-1, p5_), gdzie

Qo1 ={0,1} oraz poa()=u 1 pi,(0)=v=1-u,

nazywamy przestrzenia zero-jedynkowa.
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Definicja 13. Kazde doswiadczenie losowe, ktérego model jest przestrzenia probabili-
styczna zero-jedynkowa (-1, pi_;), nazywamy proba Bernoulliego albo krétko préba
1 oznaczamy przez oj_;.

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

Wiynik préby Bernoulliego oznaczony cyfra 1 nazywamy sukcesem, wynik oznaczo-
ny cyfra 0 — porazka. Probe Bernoulliego 6§ ; jednoznacznie okresla ustalona liczba
rzeczywista u z przedziatu (0, 1), ktéra nazywamy dalej prawdopodobienstwem sukce-
su.

Definicja 14. Niech m € N;. Kazdy wynik m-krotnego powtarzania préby 6§, tj. kazda
m-wyrazowa wariacje zbioru {0, 1}, nazywamy seria sukceséw i porazek i oznaczamy
przez a. Liczbe m nazywamy dlugoscia serii a. Wyniki 0 i 1 préby d5_; sa seriami
o dtugosci 1.

1
UWAGA. W przypadku u = % przyjmujemy umowe, ze proba dj_; jest rzutem moneta,
a serie sukcesOw i porazek o nazywamy serig ortow i reszek a.
Zapis o € {0,1}™ oznacza, ze « jest seria sukcesoéw i porazek o dtugosci m. Zapis
|a| = m oznacza, ze seria o ma dtugo$¢é m. Ciag 10110 jest serig sukceséw i porazek o
dtugosci 5, czyli 10110 € {0,1}° oraz [10110] = 5.

Definicja 15. Niech ay € {0,1}™, ay € {0,1}", gdzie m,n € N;. Méwimy, ze seria ay
zawiera sie w serii aip 1 zapisujemy oy C o, jesli ay jest podciagiem kolejnych wyrazow
clagu aw. Jedli seria v nie zawiera sie w serii as, to piszemy a1 ¢ ao.

Jest np. 001010 C 11001010111 oraz 101 ¢ 011110. W szczegdlnosci o C av.

Definicja 16. Niech oy € {0,1}"*, gdzie my, € Ny dla k = 1,2,...,n. Jezeli a; ¢ as i
as ¢ aq, to mowimy, ze serie oy 1 ap sa dyferentne. Jezeli sposrod serii aq, s, ..., ay
kazde dwie sg dyferentne, to méwimy, ze serie te sg dyferentne parami.

Definicja 17. Niech a = (a1, as,...,ay,) € {0,1}™, m € Ny oraz h(j) = 1 — j dla
j €{0,1}. Ciag (h(ay), h(as), ..., h(a,)) nazywamy seria dualna do serii a i oznaczamy
«@. Serie o i @ nazywamy seriami dualnymi.

Jezeli a = 0101001, to @ = 1010110. Jesli « =0, to & = 1.

Niech w = (ay, as, ..., a,) € {0,1}". Liczbe wyrazéw réwnych 1 w ciagu w, tj. sume
a; +as + ag + - - - + a,, oznaczamy przez J(w).

2.4 Czekanie na serie sukceséw i porazek oraz czas tego czekania
jako zmienna losowa
Definicja 18. Niech a bedzie ustalona seria sukceséw i porazek o dtugosci m, m €

N;. Powtarzanie proby d;_, tak dtugo, az wyniki m ostatnich préb utworza serie a,
nazywamy czekaniem na seri¢ « i oznaczamy J%.
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2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

Zgodnie 7z regutami drzewa stochastycznego kazdy wynik doswiadczenia 0¥ jest co
najmniej m-wyrazowa wariacja zbioru {0, 1} i taka, ze jej koncéowka o dtugosci m jest
serig av i zaden inny m-wyrazowy podciag kolejnych wezesniejszych wyrazéw tej wariacji
nie jest seria a. Niech €2, oznacza zbior takich wariacji. Jest to zbior wynikéw czekania
d%. Funkcja okreslona reguta (R2) na zbiorze €, jest funkcja p“ zadana wzorem

pi(w) = u/@yl=I@ dla w € Q,,.

Para (€,,p") jest przestrzenia probabilistyczna. Zgodnie z definicja 7?7 jest to model
doswiadczenia 9.

Liczbe prob wykonanych w doswiadczeniu 0% nazywamy czasem czekania na serie
a. Ta liczba (méwimy o niej przed rozpoczeciem czekania) jest zmienna losowa T
w przestrzeni probabilistycznej (2, pt) i

THw) = |w| dlawe,.

Wartosci zmiennej losowej T tworzg zbiér Qrw = {|a|, || + 1, ]a| + 2,...}. Rozktad
zmiennej losowej T jest funkcjg pru: Qe — R, gdzie

pra(k) = P(Ti=k)= > pw).

WEQNTY (w)=k

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej 77 jest suma szeregu

Y kepra(k).

kJEQTau

Liczba E(TY) jest rednim czasem czekania na seri¢ . W pracy mowa jest o sposobie
obliczania tego $redniego czasu.

Definicja 19. Niech ay i ap bedg seriami sukceséw i porazek. Jezeli E(TY) = E(T},),

a2
to serie o i ap nazywamy jednakowo szybkimi w punkcie u i oznaczamy (a;Qaz),.

Definicja 20. Niech a; i ap bedg seriami sukceséw i porazek. Jezeli E(T) < E(T},),
to serie oy nazywamy szybsza od serii ap w punkcie u i oznaczamy (o < ).

2.5 Czekanie na jedna z wielu serii sukceséw i porazek oraz czas
tego czekania jako zmienna losowa

Niech 95, bedzie préba, ai,aq,...,q, za$ ustalonymi seriami sukceséw i porazek,
parami dyferentnymi. Niech |a;| = m; dla j = 1,2,3,..., n. Powtarzanie proby d§_,
tak dtugo, az:

— albo wyniki m; ostatnich prob utworza serie aq,

— albo wyniki my ostatnich prob utworza serie aso,

Funded by the European Union. Views and opinions expressed are however those of the author(s) only and do not necessarily reflect 14
those of the European Union or the European Education and Culture Executive Agency (EACEA). Neither the European Union nor
EACEA can be held responsible for them.



Co-funded by
the European Union

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

— albo wyniki m,, ostatnich préb utworza serie «,,
nazywamy czekaniem na jedng z n serii sukceséw i porazek i oznaczamy g _ ., .
Niech r = min{mi,ms,...,m,}. Kazdy wynik doswiadczenia 0} _ _, jest co
najmniej r-wyrazowa wariacja zbioru {0, 1} i taka, ze

— albo jej koncowka o dhugosci m; jest serig aq,

— albo jej koncowka o dhugosci ms jest serig as,

— albo jej koncowka o dhugosci m,, jest seria a,,

i zaden inny podciag kolejnych wczesniejszych jej wyrazow nie tworzy zadnej z serii
a1, Qa, . . ., Q. Zbidr wszystkich wynikow czekania 0 oznaczamy przez (,, .

Qa1—...—Qn Qn *
Jesli palf___fan jest funkcja okredlong reguta mnozenia, to
Poi—. —a, (w) = uJ(W) ’ UIWI_J(W) dlaw € Qal—---—an
Para (Qa,—..—a,: P —.. —q,) jest modelem czekania 6% _ _, .
Niech Py _ _, oznacza prawdopodobiefistwo w przestrzeni probabilistyczne;
(Qay—.—an- Py - —a,)- L czekaniem &3 _ _, zwigzmy zdarzenia:
A; = {czekanie 63, _ _, zakonczy si¢ serig a;} dlaj=1,2,...,n

Zdarzenie A; oznaczamy dalej przez {...cq;}, a prawdopodobiefistwo tego zdarzenia
przez P} _ _ . (...c;). W przestrzeni probabilistycznej (Qa,—..—a,,Pa,—. _a,) zdarze-
nie {...a;} jest zbiorem tych ciagéw ze zbioru ,,_  _,,, ktérych koncéowka o dtugosci
m; jest serig «;. Z definicji 7?7 wynika, ze

Potl‘lf...fan( t T Of.]) = Z pglf...fan«'u)'

wERaq —...—ap AwE{...a; }

Liczb¢ wykonanych prob w doswiadczeniu losowym 63, _, nazywamy czasem czeka-
nia na jedna z serii oy, ava, . . ., av,. Ten czas jest zmienna losowg 717 W przestrzeni

1—...—Qn

probabilistycznej (Qa,—..—a,, P, —. _a, ) J€] Wartosci tworza przeliczalny zbior

Qru ={rr+1,r+2,...}.

Q) —...—an

Definicja 21. Rozwazmy czekanie g i jego model (o, - —a,, P4, _ _q,)- Jezeli

—an

Py (..a)=PY_ (.. ),

a]—... a1—..

to serie oy 1 az nazywamy jednakowo dobrymi w czekaniu d; _ _, 1 oznaczamy przez
. n

(o =~ )™ . Jezeli serie a; i an s3 jednakowo dobre w czekamu oY |y U0 Nazy-

wamy je Jednakowo dobrymi w punkcie u i oznaczamy przez (o = ),
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Definicja 22. Niech (Q4,—..—a,, P4, _. _4,) bedzie modelem czekania 63 _ _, . Jezeli

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

P (...o1)>P" (...aw),

Q] —...—Qp Q] —...—Qp

i oznaczamy symbolem

u .
a1 —ay> O MOWIMY,

to seri¢ a; nazywamy lepsza od serii ap w czekaniu o3 _
(a1 > )81 Jezeli seria oy jest lepsza od serii ap w czekaniu 9,

ze seria oy jest lepsza od serii ay w punkcie u i oznaczamy (o > as),.

2.6 Seria koloréw (flaga). Czekanie na jedna z wielu serii koloréw
oraz czas tego czekania jako zmienna losowa

Kazda probe 6§ ; mozemy interpretowa¢ jako losowanie sektora ruletki Rf_;, ktorej
tarcza podzielona jest na dwa sektory, biaty i czarny, gdzie u jest ilorazem miary kata
czarnego sektora i liczby 2m. Jesli strzatka ruletki zatrzyma sie¢ na czarnym sektorze
(jesli zostanie wylosowany czarny kolor), to méwimy o sukcesie, jesli na biatym, to
mowimy o porazce. Ruletki, ktérych tarcze mamy na rysunku 1, mozna utozsamiac
z probag 0§, przy czym

1

u=g dla ruletki z rys. la),
1

u=7 dla ruletki z rys. 1b),
1

U= dla ruletki z rys. 1c).

Seria sukcesow i porazek staje si¢ w tej interpretacji seria dwéch kolorow, a wiec pewna
flaga czarno-biata. Czekanie na serie (czekanie na jedna z wielu serii) sukceséw i porazek
staje sie w tej interpretacji czekaniem na flage (czekaniem na jedna z wielu flag).

a) b) c)
Rys. 1

Ta ruletkowa prezentacja proby oraz serii sukceséw i porazek jako flagi, sugeruje
uogolnienie serii sukceséOw i porazek na seri¢ koloréw w liczbie wiekszej niz 2, a wiec
na flagi wielokolorowe jako wyniki wielokrotnego losowania sektora za pomocy ruletki
z liczba kolorowych sektoréw wiekszg niz 2. To z kolei inspiruje nowe doswiadczenia
o losowej liczbie etapéw, ktore sg czekaniami na taka flage lub na jedna z wielu takich
flag. To uogolnienie jest przedmiotem dalszych rozwazan.
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Definicja 23. Niech Q = {1,2,...,n}, gdzie n € N;. Zalézmy, ze

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

p(j)=u; >0 dlajeQ oraz > u;=1.
jen

Kazde doswiadczenie losowe, ktorego modelem jest przestrzen probabilistyczna (€, p),
nazywamy n-proba i oznaczamy 0y, . .., albo 9, jedli p jest klasycznym rozktadem
prawdopodobienstwa na zbiorze ). Przyjmujemy dalej, ze w przypadku n = 2 zbiér (2
wynikéw n-proby jest zbiorem {0, 1}, a n-préoba jest préba Bernoulliego 0§, .

Kazda n-probe 0y, . ., okresla jednoznacznie wektor stochastyczny [ug, us, . .., Uy,
gdzie u; = p(j) dla j = 1,2,...,n. Zgodnie z opisang na s. 11. ruletkows prezentacja
skoniczonej przestrzeni probabilistycznej, te n-probe mozemy interpretowac jako loso-
wanie sektora za pomocg ruletki o n ponumerowanych sektorach o tej wtasnosci, ze
iloraz miary kata sektora j i liczby 27 jest réwny u;. W tej interpretacji model losowa-
nia sektora za pomoca takiej ruletki jest para (€2, p), gdzie Q = {1,2,...,n}, a funkcje
p okresla wektor [uq, us, . .., uy).

Kazda skonczona przestrzen probabilistyczng bedziemy dalej interpretowac¢ jako
model stochastyczny losowania sektora za pomocg opisanej ruletki. Zamiast ruletki
z ponumerowanymi sektorami mozemy rozpatrywac ruletke z réznokolorowymi sekto-
rami. Stad w dalszych opisach mowa jest o seriach koloréw, czyli flagach.

Definicja 24. Niech m € Ny. Wynik m-krotnego powtarzania n-proby oy, ..., tj. kaz-
da m-wyrazowa wariacje zbioru {1,2,...,n}, nazywamy serig koloréw albo flaga n-
kolorows, albo krotko flaga. Liczbe m nazywamy dlugoscig serii koloréw albo dlugo-
Scig flagi. Jezeli n = 2, to seria kolorow o dtugosci m jest m-wyrazowa wariacjg zbioru
{0, 1}, ktora (jako flaga biato-czarna) jest seria sukceséw i porazek (zob. def. 14). Jesli
a oznacza serie koloréow (flage), to zapis |a| oznacza jej dtugosé.

Definicja 25. Niech a bedzie ustalong flaga o dtugosci m. Powtarzanie n-préby oy, . v,
tak dtugo, az wyniki m ostatnich prob utworza flage «, nazywamy czekaniem na flage
a 1 oznaczamy dpt =T,

Liczba wykonanych préb w doswiadczeniu losowym 0%~ ~"" jest zmienng losowa
T =" wmodelu tego do$wiadczenia. Te¢ zmienng losowa nazywamy czasem czekania
na flage a.

Definicja 26. Niech a; i as beda seriami koloréw oraz oy € {1,2,...,n}l ay €
{1,2,...,n}l gdzie n > 2. Jezeli

E<T01:,1177un> — E(T;L;iiu”),
to serie a i ap nazywamy jednakowo szybkimi w punkcie (uq, ..., u,) i oznaczamy

(041<>042)(U1,---,un)'
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Definicja 27. Niech a1 i as beda seriami koloréw oraz oy € {1,2,...,n}4l ay €
{1,2,...,n}2l gdzie n > 2. Jezeli

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

B3 < B(TS "),
to serie ay nazywamy szybsza od serii ap w punkcie (ug,...,u,) i oznaczamy

(Ozl < 012)(u17---,un) :

Definicja 28. Niech my,ms € Ny, ag € {1,2,...,n}™ oraz ay € {1,2,...,n}™. Mowi-
my, ze flaga o zawiera sie we fladze s i zapisujemy a; C as, jesli a; jest podciggiem
kolejnych wyrazéw ciagu aso. Zapis a; ¢ «ag oznacza, ze flaga «q nie zawiera sie we
fladze as.

Definicja 29. Niech m; € Ny, a; € {1,2,...,n}™, gdzie j = 1,2,... k. Jezeli a; ¢
ias ¢ ap, to mowimy, ze flagi a; 1 o sg dyferentne. Jezeli sposrod flag aq, as, ..., ag
kazde dwie sg dyferentne, to méwimy, ze flagi te sa dyferentne parami.

Zgodnie z umowsg przyjeta w definicji 23, w przypadku n = 2, zbiér {1,2,...,n} w
definicjach 26 — 29 zastepujemy zbiorem {0, 1}.

Niech aq, as, ..., o beda ustalonymi flagami, parami dyferentnymi. Niech |o;| =
m; dla j € {1,2,..., k}. Powtarzanie n-proby d,,,. ., tak dtugo, az:

— albo wyniki m; ostatnich n-prob utworza flage oy,

— albo wyniki mqy ostatnich n-prob utworzg flage s,

— albo wyniki m;, ostatnich n-préb utworza flage oy,

—Up

nazywamy czekaniem na jedna z k flag i oznaczamy o4, "4 albo oy ., jesli

_ _ _ _ 1
ul—u2—~-~—un—ﬁ.

Jedli Qq,—..—a, oznacza zbiér wynikéw doswiadczenia losowego d,1—"g", to w €
Q.. —a, Wtedy 1 tylko wtedy, gdy:

- we{l,2,...,n}", gdzie r=> min{my, ms, ..., my} i rtéwnoczesnie
— albo koncéwka o dtugosci my ciggu w tworzy flage oy,

— albo koncowka o dtugosci ms ciggu w tworzy flage as,

— albo koncéwka o dtugosci m;, ciagu w tworzy flage ay,
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i zaden inny podciag kolejnych wczesniejszych wyrazéw ciggu w nie tworzy zadnej z flag
a1, o, ... o Jezeli w € Qoq—...—ozka to przez J;(w) oznaczamy liczbe wyrazow réwnych
J wcilagu w, gdzie 7 = 1,2, ..., n. Jezeli rozktad prawdopodobienstwa okreslamy reguta

mnozenia, to jest on funkCJ@ Do —art Qo —a, — R, gdzie:

Un J Jo(w (W
pal_ _ak(w) —Ull( )-u22( ) ..... uJ( ) (4)

2 KOMPENDIUM Z PROBABILISTYKI

Funkcja pal, o jest rozktadem prawdopodobienstwa na zbiorze Qal, —ay, & Da-
ra (a;—..—ap Por——ar) jest modelem dosvvladczema losowego Oet . —ar- Prawdopodo-
bienistwo w tej przestrzeni oznaczamy przez Py~ 7~ —ak

—Un

Z doswiadczeniem losowym 6, — 5" zwigzmy zdarzenia:

A; = {czekanie 64, "4 zakonczy sie uzyskaniem flagi o;} dlaj=1,2,... k.

al— —ak

W dalszym ciagu zdarzenie A; oznaczamy przez {...cq;}, a jego prawdopodobienstwo
przez Py~ Z0m (L.« ).

W przypadku n = 2 czekanie d,; 7~
i porazek.

Liczba wykonanych prob w opisanym do$wiadczeniu losowym jest zmienng losowsa,
TolZ o w przestrzeni probabilistycznej (Qa,—..—ay, Par—. —ar). Nazywamy ja czasem

czekania na jedna z flag oy, aw, ..., ay.

o, jest czekaniem na jedng z k serii sukcesow

—Un

Definicja 30. Rozwazmy czekanie d,; 5" oraz jego model, tj. przestrzen probabili-
styczng
(Qas— —ap Par — ). Jezeli

P(;Lll_— —ak( ) P(;Lll: —ock( .Oég),

to flagi a; i ap nazywamy jednakowo dobrymi w czekaniu 6,,_ " —;" i oznaczamy

(o1~ )i

Un

Flagi a; i ay jednakowo dobre w czekaniu 6, ., “"* nazywamy jednakowo dobrymi
w punkcie (uq, ..., u,) i oznaczamy

(Oél ~ a2)(u1,...,un) .

Definicja 31. Rozwazmy przestrzeﬁ probabilistyczng (a,—..—a,, Par——ar), ktora jest

modelem czekania 0,57, Jezeli
Pt = Zan (von) > PR (L ag),
to flage a; nazywamy lepsza od flagi ay w czekaniu 44" i oznaczamy
(a1 > ag)(u1 ;:{)k
Jezeli flaga o jest lepsza od flagi ay w czekaniu d,. 5, ", to flage ay nazywamy lepsza
od flagi ay w punkcie (uy, ..., u,) i oznaczamy

(1> a2)(uy .. un)-
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3 GRAF STOCHASTYCZNY

Symbole
(041 ~ a2)(u1,...,un) 1 (Oél > aQ)(ul,...,un)
oraz
(g ~ aQ)‘(*;;;;;j)k i (o > aQ)Ele—’....._,;j)k

mozna zastapi¢ symbolami
a1 X Qo i a1 > (o,

jednoczesnie precyzujac w modelu jakiego czekania rozwazane sa serie a; i as. Ko-
nieczno$¢ doktadnego okreélenia w modelu jakiego czekania rozwazane sa serie oy i ai
ilustruje prosty przyktad.

Przyklad 4 Rozwazmy dwie serie koloréw: a; = 121 ag = 21. W modelu czekania 63,
jest 12 & 21, ale w modelach czekan 63, 5o o 1 039 11 5 jest odpowiednio 12 > 21
121> 12.

3 Graf stochastyczny

3.1 Graf skierowany oraz jego ikoniczna prezentacja

Definicja 32. Grafem skierowanym albo digrafem nazywamy pare [S, Qq_1], gdzie S =
{w1, wy, ws, ..., ws} jest dowolnym co najmniej dwuelementowym zbiorem (s > 1),
a Qo—1 = [gjk] jest niezerowa macierza kwadratowa stopnia s o wyrazach ze zbioru
{0,1}, a wiec macierza zero-jedynkowa. Elementy zbioru S nazywamy weztami grafu, a
macierz Qp_; nazywamy macierza przejsé. Jesli ¢j; = 1, to pare (w;, wy), gdzie w;, wy, €
S, nazywamy tukiem' i oznaczamy w;—wy. Wezel w; nazywamy poczatkiem, a wezel
wy, — koncem tego tuku. Jesli ¢;; = 1, to tuk w;—w; nazywamy petla i oznaczamy przez
lw;, a wezel w; nazywamy weztem zwiazanym z petla [y,

Jesli wezel w; jest poczatkiem tylko i wylgcznie petli, to nazywamy go weztem
brzegowym. Zbiér wszystkich weztéw brzegowych grafu skierowanego nazywamy brze-
giem grafu skierowanego i oznaczamy przez V[S, Qo_1]. Jesli #V[S, Qo_1] = r, to graf
nazywamy grafem skierowanym o r weztach brzegowych.

Niech [S, Qo_1] bedzie grafem skierowanym. Interpretujmy wezty grafu jako punk-
ty ptaszczyzny. Jezeli g, = 1, gdzie wj, w, € S, to tuk w;—wy przedstawiamy jako
zorientowany odcinek prostej lub krzywej o poczatku w punkcie w; oraz koncu w punk-
cie wg. W punkcie, ktéry reprezentuje wezel grafu bedziemy (w prostokatnej ramce)
umieszczac jego etykiete. Jezeli w; jest weztem brzegowym, to petle w;—w; pomijamy.
Méwimy tu o ikonicznej prezentacji grafu [S, Qo_1].

Rysunek 2 jest ikoniczng prezentacja grafu skierowanego [S, Qo_1], gdzie S={w, wo,
ws, Wy, Wy} Oraz

L'W teorii graféw huk nazywa sie réwniez krawedzia
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11100
00110
Qoi=[11001
00010
10000 1]

2

%%

Rys. 2 Graf skierowany

3.2 Przejscie na grafie skierowanym

Definicja 33. Niech wj, wy oraz wj,, wj,, wj,, ..., w;, beda weztami grafu skierowane-
go [S, Qo-1]. Kazdy ciag tukéw (w;—wj,, wj, —wj,, wj,—Wj,, . . ., Wj, —Wy) Nazywamy
przejsciem z wezta w; do wezla wy, 1 oznaczamy przez w;—w; —w;,—w;,— ... —
wj,, —wg. Kazdy tuk tego ciggu nazywamy tukiem przejscia. Jesli wezel jest poczat-
kiem lub koncem tuku przejscia, to nazywamy go weztem przejscia. Diugoscia przejscia
nazywamy liczbe tukow przejscia.

Przejsciem z wezta w; do wezta wy, jest zatem kazdy cigg tukow taki, ze poczatkiem
pierwszego tuku jest wezel w;, koncem ostatniego jest wezel wy i poczatek kazdego
nastepnego tuku jest zarazem koncem poprzedniego.

Przejscie w;—w;, —w;,—w;,— ... — w,, —wy, jesli nie prowadzi to do nieporozu-
miefl, oznaczamy przez w; ~» wg, a jego dlugosé¢ przez |w; ~» wy|. Zbiér wszystkich
przejsé z wezta w; do wezta wy, oznaczamy przez {w; ~» wy}. Jedli istnieje przejicie
z wezta w; do wezta wy, to mowimy, ze z wezla w; mozna przejs¢ do wezta wy,.

3.3 Graf skierowany wtasciwy

Definicja 34. Grafem skierowanym wtasciwym nazywamy graf skierowany [S, Qg 1]
spetniajacy uktad warunkéw:

(Wl) ‘v’wkl,wk2 €S [(ij €S Qjky = Qjky = 0) - Wk, = ka],
(istnieje co najwyzej jeden wezel, ktoéry nie jest konicem zadnego tuku)
(W2) ijl €S Ele2 €S Wiy # Wiy (Qj1j2 =1V Qjzj1 = 1)7

(kazdy wezet jest poczatkiem lub konicem co najmniej jednego tuku)
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(w3) Jw; € S Yw, €S [w; # w, = (Fwj,,wj,,...,w;, €S

(@ijr * Gjnja * - -+~ Gk = 1))

(istnieje co najmniej jeden wezet, z ktérego mozna przejs¢ do kazdego innego
wezta grafu)

(wd) Yw; € S Jwy, € V[S, Qo1] Jwj, wjy, ..., w;, €S [@ijs  Grgo * -+ - ok = 1]-

(z kazdego wezta grafu mozna przejsé do co najmniej jednego wezta brzegowego)

Graf na rysunku 3a) nie spelnia warunku (wl), a rysunek 3b) graf skierowany
speliajacy warunek (wl).

\
o] ][] (o] —[1]
a) b)
Rys. 3

Rysunek 4a) przedstawia graf skierowany nie speliajacy warunku (w2), a rysu-
nek 4b) graf skierowany speliajacy warunek (w2).

[ J—[rz] [ ][z ][]
a) b)
Rys. 4

Graf z rysunku 5a) nie spelnia warunku (w3), bo z zadnego wezta nie da sie przejsé
do kazdego innego. Graf na rysunku 5b) spelia warunek (w3), bo weztem, o ktérym
mowa jest wy.
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ws

|

[ws]

[\

[z J«——[w4] [ J——[w2 ][]

a) b)
Rys. 5

H

Graf skierowany nie spetniajacy warunku (w4) mamy na rysunku 6a). Zaden z we-
ztéw tego grafu nie jest wezlem brzegowym. Na rysunku 6b) mamy graf spelniajacy
warunek (w4).

Grafy skierowane wlasciwe mamy na rysunkach 2, 3b), 4b), 5b) i 6b).

\
[ J—[rz] [ ][z ][]
a) b)
Rys. 6

3.4 Wezet startowy

Definicja 35. Weztem o wlasnosci poczatkowej na grafie skierowanym wlasciwym [S, Qg_1]
nazywamy wezel w; spetliajacy warunek:

(W5) ij' € S, w; §£ Wi, Elel,ij ce Wy €S [qkjl “Ghrje e Qg = 1]7
(z wezta wy mozna przejsé do kazdego innego wezta grafu).

Weztem startowym nazywamy doktadnie jeden z weztéw o wlasnosci poczatkowej, wy-
znaczony jednoznacznie przez kontekst, w ktorym graf powstawal. Wezel startowy
oznaczamy przez wy, a w prezentacji ikonicznej przez okrag z napisem start.

I[stnienie co najmniej jednego wezta o wlasnosci poczatkowej na grafie skierowanym
wlasciwym zapewnia warunek (w3). Graf z rysunku 2 ma trzy wezty o wlasnosci po-
czatkowej. Sa to wezty wy, wy 1 w3. W zaleznosci od kontekstu, mozemy przyjac wy = wy
albo wy = wy, albo wy = ws. Otrzymujemy woéwczas odpowiednio digrafy z rysunkow
7a), 7b) i Tc).
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3 GRAF STOCHASTYCZNY

N R\
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a) b) c)
Rys. 7

Zauwazmy, ze wezel startowy nie moze by¢ weztem brzegowym.

Definicja 36. Graf skierowany [S, Qg_1], na ktérym istnieje wezel startowy wq spehia-
jacy warunek

(w6) Yw; € S [w; # wo = gjo = 0],
nazywamy grafem skierowanym bez powrotu na start.

Rysunek 3b) przedstawia graf bez powrotu na start (weztem startowym jest wezel
wl).

Definicja 37. Graf skierowany [S, Qg_1], na ktérym istnieje wezel startowy wq spehia-
jacy warunek

(W?) ElU)j S [U}j # wo A qjo = 1],
nazywamy grafem skierowanym z powrotem na start.

Na grafie skierowanym z powrotem na start wezet startowy wg jest koncem co
najmniej jednego tuku nie bedacego petla. Rysunki 7a), 7b) i 7c¢) prezentuja grafy
z powrotem na start.

3.5 Cykl

Definicja 38. Niech [S, Qo_1] bedzie grafem skierowanym wilasciwym i w; € S. Kaz-
de przejscie z wezta w; do wezla w; nazywamy cyklem mieszanym i oznaczamy przez
¢, kazdy tuk tego przejscia nazywamy hukiem cyklu mieszanego. Dtugosé¢ tego przej-
Scia nazywamy dtugoscia cyklu mieszanego i oznaczamy przez |c|. Kazdy wezet cyklu
mieszanego, tj. wezet bedacy poczatkiem lub koncem tuku cyklu mieszanego, nazywa-
my weztem wewnetrznym cyklu mieszanego lub weztem zwigzanym z tym cyklem. W
szczegolnosci kazde przejscie w;—w;—...—w; nazywamy petlg mieszang.

Definicja 39. Niech [S, Qo_1] bedzie grafem skierowanym wilasciwym i w; € S. Kazde
przejscie z wezta w; do wezta w;, ktére jest roznowartodciowym ciggiem tukéw grafu i
w ktorym kazde dwa rézne tuki majg rézne konce, i kazde dwa rézne tuki majg rézne
poczatki, nazywamy cyklem zwyktym.
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3 GRAF STOCHASTYCZNY

Zauwazmy, ze kazdy cykl zwykty jest cyklem mieszanym. Ponadto petla jest cyklem
zwyktym o dtugosei 1.

W dalszej czesci pracy zamiast nazwy cykl zwykty piszemy krotko cykl. Natomiast
w odniesieniu do cyklu mieszanego uzywamy pelnej nazwy.

Definicja 40. Cykl, ktérego jednym z weztéw wewnetrznych jest wezet startowy, nazy-
wamy cyklem podstawowym. Cykl nie bedacy cyklem podstawowym nazywamy cyklem
wewnetrznym. Petle, ktora nie jest cyklem podstawowym, nazywamy petla wewnetrz-

na.

Definicja 41. Cykl mieszany, ktérego jednym z weztéw wewnetrznych jest wezet starto-
wy, nazywamy cyklem mieszanym podstawowym.

3.6 Trasa na grafie skierowanym

Definicja 42. Niech [S, Qo_1] bedzie grafem skierowanym wlasciwym. Kazde przejscie
z wezla startowego wy do wezta brzegowego w; nazywamy trasg prowadzaca do wezla
brzegowego w;, a dtugos$¢ tego przejscia — dlugoscia trasy. Diugos¢ trasy ¢ oznaczamy
przez |t|. Wezel bedacy poczatkiem lub konicem tuku trasy nazywamy wezltem trasy.

Zbiér wszystkich tras grafu [S, Qo_1] oznaczamy przez B[S, Qo_1]. Zbiér wszystkich
tras prowadzacych do wezta brzegowego w; oznaczamy przez B,,[S, Qo-1] lub krétko
By;- W celu wyrdznienia pewnego wezta trasy wo ~» w; stosujemy zapis wo~~wg~~wj,
gdzie wo~wy, jest przejsciem z wezla startowego do wezta wy, wip~w); jest przejsciem
z wezta wy, do wezta brzegowego wj, a wy, jest wyréznionym wezltem tej trasy. Analo-
gicznie, chcge wyrézni¢ pewien tuk badz cigg kolejnych tukéw trasy wg ~ w;, stosu-
jemy zapis wo~swy, — Wk, ~>w;, gdzie wy, — wg, jest wyréznionym tukiem trasy oraz
Wy ~ Wy, — ... — Wy, ~ w;, gdzie wy, — ... — wy, jest wyréznionym ciggiem
kolejnych tukéw trasy. W szczegoélnosci, jesli ciag kolejnych tukéw trasy tworzy cykl
C= Wy — ... Wk, t0 trase wy ~ w; = wy ~ Wy, — ... — Wy, ~> W; zapisujemy
Wp ~ ¢~ wj, a wezel wy, nazywamy pierwszym wezlem trasy zwigzanym z cyklem c.

Definicja 43. Niech [S, Qq_1] bedzie grafem skierowanym wtasciwym, ¢ dowolna trasa, ¢
dowolnym cyklem (cyklem mieszanym), a [ dowolna petla na tym grafie. Jezeli pewien
podciag kolejnych tukéw trasy ¢ tworzy cykl (cykl mieszany) ¢, to méwimy, ze cykl
(cykl mieszany) c jest zwiazany z trasa t. W przeciwnym przypadku méwimy, ze cykl
(cykl mieszany) ¢ nie jest zwiazany z trasa t. Jezeli pewien tuk trasy ¢ tworzy petle [,
to mowimy, ze petla [ jest zwiazana z trasa t. W przeciwnym przypadku méwimy, ze
petla [ nie jest zwigzana z trasg t.

3.7 Rodzaje tras na grafie skierowanym

Definicja 44. Niech [S, Qo_1] bedzie grafem skierowanym wtasciwym.
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[trasa elementarna] Trase, z ktora nie jest zwiazany zaden cykl, nazywamy trasa elemen-
tarng.

3 GRAF STOCHASTYCZNY

[trasa prosta] Trase, z ktéra sa zwiazane cykle podstawowe, a jednoczes$nie nie sa zwia-
zane cykle wewnetrzne, nazywamy trasa prosta.

[trasa potprosta] Trase, z ktorg zwiazane sa petle wewnetrzne i jednoczesnie nie sg zwia-
zane ani cykle podstawowe, ani inne cykle wewnetrzne, nazywamy trasa potpro-
stq.

[trasa pélztozona] Trase, z ktéra zwiazane sa cykle wewnetrzne a jednoczes$nie nie sa
zwigzane cykle podstawowe, nazywamy trasa potztozona.

[trasa ztozona] Trase, z ktéra zwiazane sg jednoczes$nie cykle wewnetrzne i podstawowe
nazywamy trasa ztozong.

Zauwazmy, ze kazda trasa polprosta jest zarazem trasg potztozona.

3.8 Graf stochastyczny

Definicja 45. Macierz kwadratowa Q = [p;x], gdzie j, k =0,1,2,...,5s — 1 oraz s € Ny,
nazywamy macierza stochastyczng stopnia s, jesli:

Vi ke {0,1,2,...,s—1} [pjx € (0,1)]
oraz

s—1
Vie{0,1,2,...,s =1} D pj=1].
k=0

Macierza stochastyczng jest zatem kazda macierz kwadratowa o wyrazach nieujemnych,
w ktorej suma wyrazow w kazdym wierszu jest rowna 1. Macierzami stochastycznymi
sq nastepujace macierze:

L1 02100
S 0030 %
Q=| "3 Q=[11o01lo
0L2gqgl’ 3 3 3
1880 00010
10000 1|

Niech Q bedzie macierza stochastyczng stopnia s. Rozwazmy przeksztalcenie f okre-
slone na zbiorze wszystkich macierzy stochastycznych, o wartosciach w zbiorze wszyst-
kich niezerowych macierzy zero-jedynkowych, ktére macierzy stochastycznej Q = [pj]
przyporzadkowuje macierz zero-jedynkowa f(Q) = Qo_1 = [gji], gdzie

-
’ 0, gdy pjxr=0.
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Macierz f(Q) powstaje z macierzy Q poprzez zastapienie kazdego jej niezerowego wy-
razu liczba 1.

3 GRAF STOCHASTYCZNY

Definicja 46. Niech S bedzie niepustym, s-elementowym zbiorem, a Q macierza sto-
chastyczna stopnia s. Jezeli para [S, f(Q)] jest grafem wlasciwym, to pare [S, Q] na-
zywamy grafem stochastycznym.

Dla powyzszych macierzy stochastycznych Qp i Q2 mamy:

100 01100
0101 00101
FQ)=10110l f(Q)=1{11010
L0000 00010
0000 1|

Niech &) = {aog, a1, a2,a3} oraz Sy = {ag, ai,as,as,as}. Para [Sy, f(Q1)] nie jest
grafem skierowanym wilasciwym, a wiec para [Sy, Q1] nie jest grafem stochastycznym.
Para [Ss, f(Q2)] jest grafem skierowanym wlasciwym, zatem para [Ss, Q2] jest grafem
stochastycznym.

Pojecia wprowadzone dla grafu skierowanego wtasciwego odnoszg sie takze do grafu
stochastycznego.

Niech [S, Q] bedzie grafem stochastycznym i S = {wy, wy, wa, . .., ws_1}. Rozwazmy
wektor stochastyczny ¢ = [1,0,...,0] o s wspoéhrzednych. Trojka [S, ¢, Q] jest inng pre-
zentacja algebraiczna grafu stochastycznego [S, Q. Dzieki wprowadzeniu wektora ¢ do
pary [S, Q] odkrywamy, ze taka algebraiczna prezentacja grafu stochastycznego jest
rownoczesnie algebraiczng prezentacja szczegdlnego jednorodnego tancucha Markowa.
Chodzi o takie tancuchy Markowa, ktore sa przedmiotem niniejszej pracy.

3.9 Waga tuku, waga przejscia i waga zbioru
tras na grafie stochastycznym

Definicja 47. Niech [S, Q] bedzie grafem stochastycznym, gdzie Q = [pjx] oraz niech
wj,wi, € S. Jezell Q(w;,wy) = pjr, > 0, to liczbe pj, nazywamy waga tuku w;—wy.
Jesli z jest przejéciem na grafie [S, Q], to iloczyn wag kolejnych tukéw tego przejscia
nazywamy waga przejscia z i oznaczamy przez w(z). lloczyn wag kolejnych tukow trasy
t nazywamy wagg trasy ¢ i oznaczamy przez w(t). Jesli B jest dowolnym zbiorem przej$é
na grafie stochastycznym [S, Q], to liczbe

nazywamy waga zbioru B.

Niech w; € § \ V[S, Q]. Dla kazdego grafu stochastycznego [S, Q] suma wag wszy-
stkich przej$¢ z wezta w; do weztéw brzegowych jest réowna 1.
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3.10 Prezentacja ikoniczna grafu stochastycznego

3 GRAF STOCHASTYCZNY

Niech [S, Q] bedzie grafem stochastycznym, gdzie S = {wq, w1, wa, ws, . .., w,_1} i niech
Q = [pjr]. Rozwazmy ikoniczng prezentacje grafu skierowanego [S, f(Q)] i przypiszmy
kazdemu tukowi w;—wy na tym grafie wage p;,. Graf z tak przypisanymi liczbami
dodatnimi jest prezentacja ikoniczna grafu stochastycznego [S, Q]. Para [S, Q], gdzie
S = {wy, wy, we, w3, Wy, W5, We} Oraz

1 5
030000
2 1
0200300
1 1
0205000
Q=|0200020
000003
0000010
(000000 1|

jest grafem stochastycznym. Jego prezentacje ikoniczng przedstawia rysunek 8.

ol g

W

/w
=

TN
(8)—[w1 | [ws]——[wo]
4

EUZ

Rys. 8 Prezentacja ikoniczna grafu stochastycznego

Wl

W teorii grafow rozwaza sie digrafy, ktérych tukom przypisane sg liczby rzeczywiste
(niekoniecznie dodatnie) jako ich wagi. Tego typu grafy nazywa sie grafami wazonymi
(zob.[7] oraz [40]). Graf stochastyczny, jako digraf z przypisana kazdemu tukowi liczba
dodatnig, jest grafem wazonym.

3.11 Roéwnowaznosc¢ graféw stochastycznych

Definicja 48. Méwimy, ze grafy stochastyczne [S1, Q1] 1 [S2, Q2] sa rownowazne, jesli ist-
nieje

bijekcja g: S — Sy spehiajaca warunek

ijl’ wj, € S, Wy, Wky € Sy [(g(wjl) = W, N g(wj2) = ka)

= Q1<wj17 wj2) = Q2<wk17 wk2)]
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Moéwimy, ze funkcja g zachowuje wage tukow.

4 LANCUCH MARKOWA

4 Jednorodny tancuch Markowa o skoficzonym zbiorze standéw i
niepustym zbiorze standw pochtaniajacych jako szczegdlne
doswiadczenie losowe o losowej liczbie etapow

4.1 Definicje jednorodnego tancucha Markowa

Definicja 49. Ciag zmiennych losowych (X)), okreslonych w tej samej przestrzeni

probabilistycznej (€2, Z, P) i ktérych wartosci naleza do przeliczalnego zbioru S C R,
nazywamy tancuchem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n € N i kazdego
ciagu Tiy, Thy, - - -, T, 1, Tk, £; € S mamy

P(Xn+1 = .I‘J|Xn = Tk, anl = Tkp_qs--- 7X1 = kaXO = .I‘ko)

()
= P(Xn—H = IEJ|Xn = l‘k),
jeshi tylko P(X,, = xg, X1 = Tpy_yy- -+, X1 = Tgy, Xo = Tg,) > 0. Jezeli ponadto pra-
wa strona réwnosci (5) nie zalezy od n, to taficuch Markowa nazywamy jednorodnym.
Liczby ze zbioru § nazywamy stanami.

Jest to przyjeta w literaturze probabilistycznej definicja jednorodnego tancucha
Markowa (zob. m. in. [21], [5], [1]).

Z pewnych powoddéw przyjmujemy w pracy inng definicje (zaproponowana w [50],
s. 322. oraz w [7], s. 376.), w mysl ktérej jednorodny tancuch Markowa jest szczegdl-
nym ciggiem doswiadczen losowych, a wiec tym samym ciggiem przestrzeni probabi-
listycznych. Definicja, o ktérej wspominamy, umozliwia odkrywanie pewnych narzedzi
badania tancuchéw Markowa. Jednoczesnie ograniczamy si¢ do tancuchéow Markowa
o skoriczonym zbiorze S standéw i ustalonym rozktadzie zmiennej losowej Xj.

Definicja 50. Niech Qs = {wo, w1, ws,...,w,.}, Qp C Qs oraz Qp # Qs. Zaldzmy, ze
kazdemu elementowi w; ze zbioru (s \ 25 odpowiada do$wiadczenie losowe d; o s-mo-
delu (€Qs,p;). Niech ponadto 6, bedzie doswiadczeniem losowym o modelu (£2s, ps).
Jednorodnym tancuchem Markowa o (r + 1) stanach (sa nimi elementy zbioru )
nazywamy nastepujace wieloetapowe do$wiadczenie losowe 9:

— najpierw (jest to etap wstepny) przeprowadzane jest do$wiadczenie 0.,

— jesli ktorykolwiek etap zakonczy sie wynikiem ze zbioru (g, to doswiadczenie
0 sie konczy,

— jesli dany etap zakonczy sie wynikiem w; i w; ¢ (g, to nastepny etap jest do-
Swiadczeniem §;.

Elementy zbioru ()s nazywamy stanami, a elementy zbioru {2z stanami pochtania-
jacymi.
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4 LANCUCH MARKOWA

Jednorodny tancuch Markowa jest wiec doswiadczeniem o losowej liczbie etapdow,
przy czym wyniki kazdego etapu sa elementami zbioru s i model kazdego etapu
(z wyjatkiem etapu wstepnego) zalezy tylko od wyniku etapu poprzedniego (por. [11],
s. 316-317.).

[terminologia] W' teorii tancuchéw Markowa przyjmuje sie, ze kolejne etapy doswiadcze-
nia przebiegajacego etapami sg przeprowadzane w kolejnych jednostkach czasu. Koniec
n-tej jednostki czasu (n € Ny) nazywamy chwila n. Jezeli n-ty etap zakonczy sie wy-
nikiem w;, to méwimy, ze w chwili n pewien uktad fizyczny ¥ znalazt si¢ w stanie w;.
Doswiadczenie konczy sie, ilekro¢ uktad X znajdzie sie w stanie pochtaniajacym. Za-
ktadamy przy tym, ze ilekro¢ uktad ¥ znajdzie sie w chwili n w stanie pochtaniajgcym,
to pozostaje w tym stanie w kazdej chwili nastepnej.

4.2 Algebraiczna prezentacja jednorodnego fancucha Markowa

Prezentacja algebraiczna skonczonej przestrzeni probabilistycznej (€2, p), gdzie Q =
{wo, w1, ws, ..., w,}, jest wektor [p(wp), p(w1), p(wa), ..., p(w,)]. Jest to wektor stocha-
styczny.

Rozwazmy jednorodny tancuch Markowa o (r + 1) stanach w sensie definicji 50.
Prezentacja modelu doswiadczenia 6, jest wektor

Ui = [pa(wo), pulwr), - pulwr)]-

Z uwagi na to, ze J, jest etapem wstepnym, wektor ten nazywamy wektorem poczat-
kowym.

Jezeli uktad ¥ w chwili n znajdzie si¢ w stanie w; i w; & €, to nastepny etap
laiicucha Markowa jest dos§wiadczeniem §; o modelu (s, p;). Algebraiczng prezentacja
przestrzeni probabilistycznej (s, p;), a zarazem rozkladu p; jest wektor

U5 = [pjo, Pj1,- - Pjr),  gdzie pji = p;(wi) dla wy € Qs.

Jesli w; € Qp, to z przyjetych wezesniej uméw wynika, ze

)L, gdyj=k,
PE=N0, adyj+#k

Przyjmujemy wiec, ze dla w; € Q2 wspotrzedna p;; wektora v; jest réwna 1, a pozostate
wspotrzedne sg rowne 0.

Ciag wektoréw (vg,v1,...,0,) mozna utozsamia¢ z macierza stochastyczng Q =
[pjr], gdzie kolejne wyrazy j-tego wiersza tej macierzy sa kolejnymi wspoélrzednymi
wektora v;. Trojka [Qs,vi, Q] jest algebraiczna prezentacja jednorodnego tancucha
Markowa.

W pracy zajmujemy sie jednorodnymi taficuchami Markowa [Qs, v, Q], w ktorych
0. = [1,0,...,0], a wiec taficuchami, ktérych pierwszym etapem jest do$wiadczenie
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do. Przy tej umowie — w dalszej czesci pracy — trojka [Qs, v, Q] jest jednoznacznie
okreslona przez pare [Qs, Q]. W omawianym przypadku stan wy nazywamy stanem
poczatkowym.

4 LANCUCH MARKOWA

4.3 Ruletkowa prezentacja jednorodnego tancucha Markowa

Rozwazmy jednorodny taincuch Markowa [Qs, Q]. Kazdemu elementowi w; ze zbioru
Qs \ Qp odpowiada doswiadczenie losowe d; 0o modelu probabilistycznym (Qs, p;). Po-
wroémy do ruletkowej prezentacji skonczonej przestrzeni probabilistycznej (zob. s. 11.).
Kazde do$wiadczenie losowemu d; ma swoja ruletkows prezentacje. Zatézmy, ze do-
swiadczeniu losowemu ¢; odpowiada ruletka R;. Etykiety sektoréw kazdej z ruletek sa
elementami zbioru stanéw Qg = {wo, w1, . .., w, }. Rozwazmy nastepujace wieloetapowe
doswiadczenie losowe:

— doswiadczenie rozpoczyna si¢ od losowania sektora za pomocg ruletki Ry,

— ilekro¢ ktorys z etapow zakonczy si¢ wynikiem wj, gdzie w; € Q2p, doswiadczenie
sie konczy,

— jesli dany etap zakonczy sie wynikiem w; i w; & Qp, to nastepny etap jest loso-
waniem sektora za pomocg ruletki R;.

Opisane wyzej doswiadczenie losowe nazywamy ruletkowa prezentacja jednorodnego
laficucha Markowa [Qs, Q].

4.4 lkoniczna prezentacja jednorodnego fanncucha Markowa

Niech [Qs, Q] bedzie jednorodnym tancuchem Markowa. Elementy zbioru Qg inter-
pretujemy jako punkty plaszczyzny i nazywamy je weztami, a zbiér wezléw oznacza-
my przez S. Wezel odpowiadajacy stanowi w; oznaczamy przez w;. Wowczas S =
{wo, w1, ..., w,}. Wezel wy reprezentujacy stan poczatkowy wy nazywamy weztem star-
towym. Kazdy wezel reprezentujacy stan pochtaniajacy nazywamy weztem brzegowym,
a zbiér wszystkich weztéw brzegowych nazywamy brzegiem grafu. Jezeli p;p > 0, to
wezel w; tgczymy zorientowanym odcinkiem prostej lub krzywej z weztem wy,. Ten odci-
nek nazywamy tukiem. Przyporzadkowujac kazdemu tukowi liczbe p;;, dostajemy digraf
wazony [S,Q], ktéry nazywamy grafem jednorodnego taricucha Markowa [Qs, Q. W
literaturze probabilistycznej nazywa si¢ go grafem Engla albo grafem englowskim. Ten
graf jest ikoniczna prezentacja jednorodnego tanicucha Markowa [Q2s, Q].

Kazdy jednorodny tancuch Markowa o skonczonym zbiorze (s stanéw ma swoj graf
Engla i kazdy graf Engla (a zatem i kazdy graf stochastyczny w sensie definicji 46) jest
ikoniczng prezentacjg pewnego tancucha Markowa.
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4.5 Interpretacja przebiegu jednorodnego tancucha Markowa jako
btadzenie po grafie stochastycznym tego tancucha

4 LANCUCH MARKOWA

Niech [Q2s, Q] bedzie algebraiczna prezentacja jednorodnego tancucha Markowa o (r+1)
stanach. Para [S, Q] jest jego grafem Engla. W pracach [8] i [10] Arthur Engel zapropo-
nowal nastepujaca interpretacje przebiegu jednorodnego tancucha Markowa jako ciggu
do$wiadczen losowych.

Na poczatku (przed przeprowadzeniem pierwszego etapu) stawiamy pionek w wezle
startowym wy grafu [S, QJ. Jesli etap pierwszy zakonczy sie wynikiem w;, to pionek
przesuwamy do wezla w;. Jesli po etapie (n — 1)-szym pionek znalazl si¢ w wezle
w; 1 n-ty etap zakonczy si¢ wynikiem wy, to pionek przesuwamy z wezta w; do wezla
wy, (n > 1). Bladzenie pionka konczy sie wraz z jego dotarciem na brzeg grafu. W tej
englowskiej interpretacji jednorodnego tanicucha Markowa [Q2s, Q] uktad ¥ znajduje
si¢ w chwili n w stanie w; wtedy i tylko wtedy, gdy pionek po n-tym etapie znajdzie
si¢ w wezle w;. Czas trwania jednorodnego tancucha Markowa [Qs, Q] (odmierzany
liczba etapéw) staje sie w tej interpretacji czasem bladzenia losowego po grafie [S, Q]
(odmierzanym dtugoscia trasy btadzenia).

4.6 Czekanie na jedng z k flag jako jednorodny tancuch Markowa

1 1
Przyklad 5 (czekanie 0¢,_1; jako jednorodny tancuch Markowa) Rozwazmy czekanie §g;_4;.
Mamy tutaj

Qs = {wo,0,1,01,11} i Qp ={01,11}.

Przyjmijmy umowe, ze w; = 0, ws = 1, w3 = 01 i wy = 11. Stanom wy, wi, wo
odpowiadaja doswiadczenia dg, 1 1 do. Prezentacja modeli do$wiadczen dg, 61 i d2 sa
wektory:

w6 =[0,5,5.0,0,  01=]0,

3737 ;0] 1 vy = [0 2 0707%]-

)30
1
Przebieg czekania d3;_;; interpretujemy w nastepujacy sposob:
— najpierw przeprowadzane jest do$wiadczenie dy,

— jesli ktorykolwiek etap zakonczy sie wynikiem ze zbioru (g, to doswiadczenie
1

50§1_11 SIQ koﬁczy7

— jesli dany etap zakonczy si¢ wynikiem w;, gdzie j = 0, 1,2, to nastepny etap jest
do$wiadczeniem J;.

Czekanie 0,1~ "2 na jedng z k flag jest, w mysl definicji 50, jednorodnym tancu-

o] —...— Qg
chem Markowa. Stanami czekania sa wszystkie flagi i wszystkie poczatki wszystkich
flag oraz stan wy (stan poczatkowy). Stanami pochlaniajacymi sa tu serie aq, ...,

5u1—...—un

(traktowane jako stany czekania d,. " —a"). Niech {0s oznacza zbiér wszystkich stanow

Funded by the European Union. Views and opinions expressed are however those of the author(s) only and do not necessarily reflect 32
those of the European Union or the European Education and Culture Executive Agency (EACEA). Neither the European Union nor
EACEA can be held responsible for them.



Co-funded by
the European Union

'D

czekania. Niech pj;, oznacza prawdopodobiefistwo, z jakim czekanie znajdzie si¢ po da-
nej probie w stanie wy, skoro po prébie poprzedniej byto ono w stanie w;. Rozwazmy
funkcje Q taka, ze Q(w;,wy) = pjr dla w;,w, € Qs. Para [Qg, Q] jest algebraiczna
prezentacja czekania 0,1 "or, natomiast para [S, f(Q)] spetnia warunki (wl)-(w4)
w definicji 34 (zob. s. 21. i s. 26.), a wiec graf Engla [S, Q] tego czekania jest grafem

stochastycznym, ktéry nazywamy grafem czekania 01— —g".

4 LANCUCH MARKOWA

Doswiadczenia losowe o losowej liczbie etapéw, o ktérych mowa w pracy, sa (w mysl
definicji 50) jednorodnymi tancuchami Markowa. Jednorodny tancuch Markowa jest
zatem w tej pracy rozumiany jako szczegdlny ciag doswiadczen losowych, a ten jest
— w sensie probabilistycznym — ciagiem przestrzeni probabilistycznych jako modeli
tych doswiadczen.

Jezeli Qs C R (jezeli stany sa liczbami), to opisany tancuch Markowa jako ciag do-
swiadczen losowych jest szczegdlnym ciggiem zmiennych losowych, spetniajacym waru-
nek (5), a wiec jest jednorodnym tancuchem Markowa w sensie definicji 49. Zauwazmy
bowiem, ze w przestrzeni probabilistycznej - okreslonej regutami mnozenia - mamy

P(Xpi1 = 2| Xp =2, Xoor = @1y -, Xa = 2py, Xo = Tgy)

_ Pkj * Pky_nyk * Phin_oyk(n_1) """ Pkok:

= pkj = P(XnJrl = ZL’]‘Xn = .I‘k)
Pk_1yk * Ph(y_oykin_1) " " Pkok:

4.7 Przestrzen probabilistyczna jako model czekania 6, =~ i
jako przestrzen probabilistyczna indukowana przez graf
stochastyczny

Definicja 51. Niech Q¢ bedzie zbiorem wszystkich tras na grafie stochastycznym [S, Q],
a pg funkcja, ktora kazdej trasie przypisuje jej wage. Funkcja pg jest rozktadem praw-
dopodobienstwa na zbiorze 2. Pare (g, pg) nazywamy przestrzenia probabilistyczna
indukowang przez graf.

Czekanie 04— —5" jest jednorodnym tancuchem Markowa i jego przebieg mozemy
interpretowac jako btadzenie losowe po grafie stochastycznym tego czekania. Uwzgled-
niajac te englowska interpretacje, wynik tego czekania mozemy utozsamiac z trasg na
grafie stochastycznym tego czekania.

Z faktu, ze kazdemu stanowi czekania d,, _—5" odpowiada dokladnie jeden wezet
grafu czekania wynika, ze kazdemu wynikowi czekania 6,,——y" odpowiada doktadnie
jedna trasa grafu czekania. Istnieje wiec bijekcja ze zbioru standéw czekania na zbior
weztow grafu czekania oraz bijekcja ze zbioru wynikow czekania na zbiér tras grafu
czekania.

Przestrzenn probabilistyczna (Qa,—. —a,, P —ar) i przestrzeﬁ probabilistyczna
(Qq, pe) indukowana przez graf stochastyczny czekania 03! sa rbwnowazne ( w sen-
sie def. 5).

al— —ozk
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5 ALGORYTMY

Dalsze wnioskowania i rachunki sa prowadzone w przestrzeni probabilistycznej
(Q¢,pa). W tej przestrzeni probabilistycznej zdarzenie {...«;} jest zbiorem tych tras
grafu czekania, ktére prowadza do wezta a;. Mamy zatem

P(..oj)= > w(?). (6)
te{..a;}
Zdarzenie {...q;} jest na ogél przeliczalnym podzbiorem zbioru Qg, a zatem jego
prawdopodobienstwo jest sumg pewnego szeregu liczbowego.

Narzedziami obliczania prawdopodobienstw zdarzen {...q;} sa m.in. algorytm po-
chtaniania, englowskie redukcje graféw i reguta Masona. W pracy zaprezentowane zo-
stang réwniez inne — ale takze oparte na grafie stochastycznym — metody obliczania
tych prawdopodobienstw.

5 Narzedzia badania modeli tancuchéw Markowa

5.1 Algorytm pochtaniania

Niech [S, Q] bedzie grafem stochastycznym oraz Vi C VIS, Q]. Symbol p;..1;, oznacza
wage zbioru wszystkich przejs¢ z wezta w; do weztéw zbioru Vi. Odwolujac si¢ do
interpretacji przebiegu tancucha Markowa jako btadzenia po grafie stochastycznym
tego tancucha powiemy, Ze pj;..1;, jest prawdopodobienstwem dotarcia btadzacego po
grafie pionka z wezta w; do jednego z weztéw brzegowych ze zbioru V;. Uktad warunkéw:

1) pjev, =1 dlaw; eV,

2) pjny =0 dlaw; e V[S,Q]\ W,

3)  Dievi =D Dik - Devy  dlaw; € VIS, QJ, gdzie sumowanie odbywa sie po wszyst-
Kich wezlach dla ktérych py, > 0,

nazywamy algorytmem pochtaniania (zob. [7], s. 398-399.). Ten algorytm pozwala obli-
czy¢ prawdopodobienistwo pj;..v, poprzez rozwigzanie pewnego uktadu réwnan linio-
wych.

Niech P(...wj,) oznacza prawdopodobiefistwo dotarcia do wezta brzegowego wy, .
Przyjmujac Vi = {wj,} i stosujac algorytm pochtaniania otrzymujemy uktad réownail.
Rozwigzujac ten uklad rownan dostajemy wartos¢ prawdopodobienstwa po..fw;} =
P(...w,,), ktora jest suma wag wszystkich tras prowadzacych do wezla brzegowego wy, .

Przyktad 6 Rozwazmy graf stochastyczny z rysunku 9. Przyjmujac Vi = {ws} i stosu-
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jac algorytm pochtaniania, otrzymujemy uktad réwnan

5 ALGORYTMY

Powfus} = 3 * Pleofus} + 3 * P2ofun}
Profus) = 5 Plofus} + 5 Dowfus} T 5 * Paefua)s
Poerfug) = 5 Plofus) + 5 Profus} T 5 Paofus}
D3wfws} = 1,
Pafws) = 0,

z ktérego wynika, ze po.fuw,y = P(. .. w3) = g

5.2 Algorytm Conway’a
Niech d,- bedzie czekaniem na jedng z dwu serii ortéw i reszek, oraz k i [ beda
dtugosciami serii odpowiednio « i 3. Niech o™, 0™ oznaczaja poczatki o dtugosci m
odpowiednio serii o i 3, a a(m), Bum) - koficowki o dtugosci m odpowiednio serii «, 3.
Zdefiniujmy zbiory

Ao ={m e {1,2,3,... k} 1 aum) = ™}

Ag={m e {1,2,3,....min{k,1}} : agm = B},

Bsg={m € {1,2,3,...,1} : Bpm) = B,

B, ={m € {1,2,3,...,min{k,1}} : By = a™}.

oraz nastepujace sumy

ara= > 2, a:f=> 2

JEAL jEA@
ﬁ:ﬁzZQj, ﬁ:azZQj.
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Twierdzenie 1. [algorytm Conway’a, wzér Conway’a] W przestrzeni probabilistycznej
do$wiadczenia d,_g prawdziwy jest wzor

P(...B) a:a—a:f
P(...a) B:p—pF:a

ktéry nazywamy algorytmem lub wzorem Conway’a?.

5 ALGORYTMY

Uwaga. 7 powyzszego wzoru wynika, ze jezeli

to
w>1s > a,

p=1sarp,
p<lea>g.

Przyklad 7. Niech o = 101010 i 3 = 110101. Zauwazmy, ze )y = 0 # 1 = o), czyli
1 ¢ A,. Analogicznie

101010 101010
2€ A, A,
101010} R 101010} = 3¢
101010 101010
4€ A, Aa,
101010} AR 101010} > 5¢
101010
A,
101010} = 0€
Stad
Ao ={2,4,6},
wiec

a:a=224+2" 420 =284,

W ten sam sposob otrzymujemy wartosci
a: =0, 0B 3 =66, 0:a=42,

zatem
a:a—a:f  84-0 21

B3:3—B:a 66—42 6

2 wzér ten odkryt John Horton Conway; dowéd poprawnosci wzoru Conway’a zostal przedstwiony

w pracy [54];
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5 ALGORYTMY

Poniewaz P(..3) 21
P(:::a):_ oraz P(...0)=1-P(...q),
o 6 21

Wynika stad, ze 110101 > 101010.

5.3 Algorytm $redniego czasu bftadzenia po grafie stochastycznym

Wr6émy do englowskiej interpretacji przebiegu jednorodnego tanicucha Markowa [S, Q]
jako btadzenia po grafie stochastycznym tego fancucha. Niech T,,; oznacza czas btadze-
nia rozpoczynajacego si¢ w wezle w;. Zmienna losowa T, kazdemu przejsciu z wezta
w; na brzeg grafu przypisuje jego dtugosé (liczbe tukéw przejscia). Zaldzmy, ze dla
kazdego wezta w; istnieje E(T,,). Niech E(T,,) = ey,. Uktad warunkéw:

1) ewj = 0 dla wj € V[Sa Q])

2) ey, =1+ Z Pikew, dla w; & V[S,Q], gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszyst-
wy,
kich weztach dla ktorych pj, > 0,

nazywamy algorytmem $éredniego czasu btadzenia po grafie stochastycznym z niepu-
stym brzegiem (zob. [50], s. 305-306.).

UL —...—Un,

Liczba wykonanych préob w doswiadczeniu losowym 04, "—5" jest zmienng losowg
U]l —.

Tol=—ar w przestrzeni probabilistycznej (Qa,—. —aysPar——a;). Obliczanie wartosci
oczekiwane]j zmiennej losowej T,!~ " bezposrednio z definicji jest bardzo ucigzliwe.
Czas bladzenia po grafie stochastycznym czekania d,.—"—4" jest odmierzany liczbg wy-
konanych préb w tym do$wiadczeniu. Aby obliczy¢ wartosé oczekiwana zmiennej loso-
wej 1,1~ —4" wystarczy zatem obliczy¢ sredni czas btadzenia po grafie stochastycznym
czekania 05 _"”u" za pomocy wyzej wspomnianego algorytmu.

al—..—oy

1
Przyktad 8 Rozwazmy czekanie 07_,q; 1 jego graf stochastyczny z rysunku 10.

:
1 3
(om0,
S i[10)--{101]

2
3

1
Rys. 10 Graf stochastyczny dodwiadczenia 07 _;q;

Stosujac algorytm sredniego czasu btadzenia po grafie stochastycznym dostajemy
uktad rownan
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6 WLASNOSCI SERII

_ 2 1

Cuwy = 1 + gewO + 5617
1 2

ep =14 gen + e,

2 1
e10 = 1+ 5€u, + 5€101,

enn =0,
e101 = 0,
1
po rozwiazaniu ktérego otrzymujemy, ze e, = F(T{¥_101) = 8, 4.

Przyktad 9 Niech oy = 0101, ay = 1010 oraz u = % Zauwazmy, ze
1 1 1
E(THio) = E(Tiho) = 20 # 15 = E(Tg01-1010)-

6 Wtiasnosci serii orféw i reszek, serii sukcesow i porazek oraz
serii koloréw. Osobliwe argumentacje.

6.1 Prawdopodobienstwo uzyskania danej serii sukcesow i
porazek. Osobliwe argumentacje.

W tym paragrafie zostana zaprezentowane specyficzne, mato znane a réwnocze$nie
elementarne $rodki argumentacji wykorzystywane do obliczania prawdopodobienstwa
zdarzenia w przeliczalnych przestrzeniach probabilistycznych. Przestrzenie, o ktorych
mowa, sg modelami czekan na serie sukceséw i porazek, czyli szczegdlnych par serii
koloréw.

Wirdd serii sukcesow i porazek mozna wyrdznié takie rodziny par serii, ze dla kazdej
pary seril oy i @ z rodziny, prawdopodobienstwa zdarzen {...o;} dla j = 1,2 moz-
na znajdowa¢ w analogiczny sposob, elementarnymi metodami, tj. za pomoca grafu
stochastycznego i prostych argumentacji, bez odwolywania sie do teorii szeregéw. Po-
nizej podamy przyktady takich rodzin serii i metod znajdowania prawdopodobienstwa
zdarzen {...«;} dla j =1,2.

Przyktad 10 Niech ay = 00 i ap, = 11. Rysunek 11 prezentuje graf stochastyczny
doswiadczenia losowego dgy_1;-

v

0] 11
AN -
) (O
& —~11]——[11] v

Rys. 11 Graf stochastyczny Rys. 12 Graf stochastyczny

bari fySu bari fosu
doswiadczenia d8,_1 doswiadczenia 614 _q,
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Niech P(...11) = z. W przestrzeni probabilistycznej indukowanej przez graf stocha-
styczny z rysunku 11 mamy

6 WLASNOSCI SERII

r=u®+u?out+u® (vu)® +u® - (vu)® + .
4+ vu? + vu? - vu + vu? - (vu)® +ou? - (vu)d 4

a zatem

r=u?+ou’+ou- [+ u?ou o (vu)? +u? - (vu)d 4
+vu® + vu? - vu + vu? - (vu)? +ou® - (vu)® + .

:u2+vu2+vu-x.

Ostatecznie otrzymujemy, ze

u? + vu? 2u? — u?
Tr = = s
1—vu 1—u+u?
a wiec
2u? — u?
P(...11) = ——M—.
( ) 1 —u—+ u?

Zdarzenia {...00} oraz {...11} sa przeciwne, a wigc

w—ut—u—+1
P(..00) = 1= P(o..11) = =2

Przyktad 11 Niech a; = 11 i ay = 10. Graf do$wiadczenia 0},_,, przedstawia rysu-
nek 12. Doswiadczenie 03 _,, rozpoczyna si¢ od czekania na pierwszy sukces (zob. [50],
s. 246.). Suma wag wszystkich przejsé¢ z wezta wy do wezlta 1 jest réwna 1 (jako suma
wszystkich wyrazéw ciagu geometrycznego, w ktérym a; = u oraz ¢ = v = 1 — u). Po
uzyskaniu sukcesu do$wiadczenie konczy sie po kolejnej probie, a wiec

P(...11)=u  oraz  P(...10)=v=1—u.

Ta argumentacja daje si¢ przenie$¢ na przypadek serii 111 i 110, tj. powstatych
z serii 11 i 10 przez dopisanie na poczatku 1.

Przyktad 12 WeZzmy pod uwage serie oy = 111 1 ap = 110 oraz doswiadczenie 6;_110-
O tym, ktora seria zakonczy sie czekanie 0}y, _,;, decyduje wynik proby przeprowa-
dzonej bezposrednio po uzyskaniu dwoch sukceséw pod rzad. Jesli uzyskany zostanie
sukces, to doswiadczenie konczy sie serig 111, jesli porazka — doswiadczenie koriczy sie
serig 110. Wynika stad, ze

P(...111)=u oraz P(...110)=v=1—u.

Powyzsza argumentacje mozna uogdlni¢ na serie o dlugosci k (k € Ny), powstate
z serii 11 i 10 przez dopisanie na poczatku (k—2) jedynek.
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Przyktad 13 Niech oy = 15 oznacza serig, bedaca ciagiem staltym o wyrazach réwnych
1, natomiast as = 1;_10 oznacza serie, ktorej poczatek o dtugosci (k—1) jest ciagiem
stalym o wyrazach rownych 1, a ostatni wyraz jest réwny 0. Rozwazmy doswiadczenie
Oa, —a,- TO, ktora serig zakonczy si¢ czekanie, rozstrzyga wynik proby przeprowadzonej
bezposrednio po uzyskaniu (k—1) sukceséw pod rzad. Jesli proba ta zakonczy sie suk-
cesem, to zostanie uzyskana seria 1y, jesli porazka, to do$wiadczenie 0" konczy sie

a1 —a
serig 1;_10. Wynika stad, ze
P(...1y) =u oraz P(...110)=v=1—u.

6 WLASNOSCI SERII

Ostatnig argumentacje daje sie przenie$¢ na serie dualne.

Przyktad 14 Niech a; = 0 i ag = 0,_11. Serie O i 1, sa dualne oraz serie 0,111 1,10
sg dualne, a zatem z symetrii — analogicznie jak w przypadku dodwiadczenia o3 _,,,
gdy o = 1; 1 g = 110 — otrzymujemy, ze

P(...0g) =v=1—u oraz P(...054-11) = u,

Przyktad 15 Niech oy = 11 i ap = 01. Graf stochastyczny do$wiadczenia losowego
014 _o1 Prezentuje rysunek 13.

d. &

“ -
&= =11 Ol

Rys. 13 Graf stochastyczny Rys. 14 Graf stochastyczny

doswiadczenia 6}y _g; doswiadczenia §y_g;

Jesli czekanie znajdzie sie w stanie 0, to z prawdopodobienstwem 1 do$wiadczenie
014 _o1 zakonczy sie uzyskaniem serii 01, bo dalszy ciag czekania jest czekaniem na
sukces. Prawdopodobieristwo dotarcia do wezta 0 jest réwne v+uv = v(1+u) = 1 —u?,
a zatem

P(...01)=1—v*> oraz  P(...11)=1- P(...01) = u*

Argumentacje powyzsza mozna uogélni¢ na serie 111 i 011, ktore powstaty z serii
11 i 01 przez dopisanie na koncu cyfry 1.

Przyktad 16 Rozwazmy serie: a; = 111 i ap = 011 oraz doswiadczenie losowe 611 -
Jezeli porazka pojawi sie nie p6zniej niz w trzeciej probie po raz pierwszy, to uzyskanie
serii 111 nie jest juz mozliwe. Doswiadczenie 034;_(;; zakonczy sie uzyskaniem serii 111
wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z trzech poczatkowych prob zakonczy sie sukcesem.
Mamy wiec
P(...111) = u?,
a stad wynika, ze
P(...011) =1 —u*.
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Ostatnig argumentacje mozna uogdlni¢ na serie o dtugosci k (k € Ny), powstale
z serii 11 i 01 przez dopisanie na konicu (k — 2) jedynek.

Przyktad 17 Rozwazmy dodwiadczenie o5, _,,, gdzie oy = 1; i ap = 01;_;. Jezeli po-

razka po raz pierwszy pojawi sie nie pdézniej niz w (k — 1)-szej probie, to uzyskanie
serii vy nie jest juz mozliwe, bowiem po uzyskaniu (k — 1) sukceséw doswiadczenie
konczy si¢ uzyskaniem serii 01;_;. Seria 1, zostanie uzyskana wtedy i tylko wtedy, gdy
k poczatkowych préb zakonczy sie sukcesem. Z powyzszych faktow wynika, ze

P(...L)=u" i  P(..01_)=1-d"
Te argumentacje mozna tatwo przenies¢ na serie dualne.

Przyktad 18 Niech oy = 05 1 g = 10;_4. Serie Oy 1 1 sa dualne oraz serie 10511 014
sg dualne, a zatem z symetrii wynika, ze

P(...0%) =v* = (1 —w)* oraz P 1051) =1— (1 —u)~

Przyktad 19 Niech oy = 10 i ap = 01. Graf doswiadczenia losowego d},_,; prezentuje
rysunek 14. O tym, ktora z serii zostanie uzyskana w doswiadczeniu d},_,,, decyduje
wynik pierwszej proby. Jesli pierwsza préba zakonczy sie porazka, to dalszy przebieg
doswiadczenia jest czekaniem na pierwszy sukces, a wiec z prawdopodobienstwem 1
doswiadczenie zakonczy si¢ — wezesniej czy pézniej — uzyskaniem serii 01. Analogicznie,
jesli pierwsza proba zakonczy sie sukcesem, to z prawdopodobienstwem 1 doswiadczenie
zakonczy sie uzyskaniem serii 10. Jest wiec

P(...10) =u i P(L..01)=v=1—-u.

Powyzsze rozumowanie mozna przenies¢ na serie 100 i 001, ktére powstaty przez
dopisanie 0 na koncu serii 10 i na poczatku serii 01.

Przyktad 20 Rozwazmy dwie serie: a; = 100 i ap = 001 oraz doswiadczenie losowe
0100—o01- Rysunek 15 przedstawia graf stochastyczny doswiadczenia d109—oo1-

v
(o0}

v

0]

u

v
v
O 0

u

Rys. 15 Graf stochastyczny do$wiadczenia d199—oo1
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Jezeli czekanie znajdzie sie w stanie 1, to zajScie zdarzenia {...001} nie jest juz
mozliwe. Natomiast jesli czekanie znajdzie sie w stanie 00, to w tej sytuacji zajscie
zdarzenia {...001} jest pewne. Aby czekanie zakonczylo sie serig 100, sukces musi
pojawi¢ si¢ po raz pierwszy nie pézniej niz w drugiej prébie. Wynika stad, ze doswiad-
czenie 0}yy_go; zakonczy sie serig 001 wtedy i tylko wtedy, gdy dwie pierwsze préby
zakonczg si¢ porazka. Mamy wiec

P(...100) = u + vu = 2u — u? oraz P(...001) = v* = (1 —u)*.

Te argumentacje mozna uogdélni¢ na serie, powstate przez dopisanie (k — 2) zer na
konicu serii 10 i na poczatku serii 01 (k € Ny).
Przyktad 21 Rozwazmy serie a; = 1051 i ap = 031 oraz doswiadczenie oy, _,,,. Jezeli
sukces pojawi sie w ktérejkolwiek z (k—1) poczatkowych préb, to uzyskanie serii s nie
jest juz mozliwe, bowiem po (k — 1) porazkach do$wiadczenie zakoniczy sie uzyskaniem
serii o. Aby dodwiadczenie 6 _,, zakoiczylo si¢ serig as, kazda z (k — 1) pierwszych,
kolejnych préb musi zakoncezy¢ sie porazka. W takiej sytuacji (z prawdopodobienistwem
réwnym 1) doswiadczenie zakoniczy sie seria ag. Z powyzszych rozwazan wynika, ze

1 — ,Uk:fl

P10 ) =utvut+v*u+... +0" 2 u=u- 1
—v

=1-0""'=1-(1—u)f",

P(...0p 1) =0t = (1 —u) .

6.2 Prawdopodobienstwo uzyskania danej serii sukcesow i
porazek jako funkcja prawdopodobienstwa sukcesu
Dla kazdego dodwiadczenia 62 _ _ i ustalonego j € {1,2,...,n} jest P(...w;) funk-
cja parametru u. Niech
P(...wj)=f . u,(u) dlauec(0,1).
Analogicznie, w przypadku n = 2, niech
P(...w1) = fu,<w(u) dlaue (0,1).

6.2.1 Czekanie na jedna z dwdch serii sukceséw i porazek o dtugosci 2

Nietrudno zauwazy¢, ze
P(...owy) = 1= fi < (u).

Na rysunku ?? przedstawiono wykresy funkcji f,, <., dlaserii wy,wy € {11,10,01,00},
gdzie w; # wy (na wspélnym uktadzie wspdlrzednych znajduja sie wykresy funkeji

fUJ1-<WQ 1 fwg-<w1)-
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7 wykresow odczytujemy, ze:

(10 > 11), dla u € (0, 3), (11 > 10), dlau € (3,1) oraz (10 ~ 11), dla u =
(01> 10), dla u € (0, 3), (10> 01), dla u € (3,1) oraz (01 ~ 10), dla u =
(00 > 10), dla u € (0, 2’2\/5), (10 > 00), dla u € (2*2‘/5, 1) oraz (00 =~ 10),
dla u = —2_2\/5,

(01> 11), dla u € (0, %), (11> 01), dlau € (%, 1) oraz (01 ~ 11), dla u = g,
(00 > 11), dla u € (0, 3), (11> 00), dla u € (3,1) oraz (11 ~ 00), dla u =
(00 > 01), dla u € (0, 3), (01 > 00), dlau € (3,1) oraz (00 ~ 01), dla u =

Uzyskane w ten sposob informacje o seriach zebrano w tabeli:

1
29
1
29

1
29
1
5
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jue (2 ) [ue ) [ue(4 )]
10 < 11 11 < 10
01 < 10 10 < 01
00<10 | 10 < 00
01 <11 11 <01
00 <11 11 <00
00 < 01 01 < 00

Z danych zebranych w tabeli wynika, ze relacja > dla u € (0, 2_2—*/5) U (?, 1) jest

relacja przechodnig, natomiast dla u € (Q_T\/i, U3, ?) nie jest relacja przechodnia.

6.2.2 Czekanie na jedng z trzech serii sukceséw i porazek o dfugosci 2

Niech wy, wa, ws € {0,1}2. Sa cztery doswiadczenia losowe typu Oy s

4.1. Rysunek 16 przedstawia graf stochastyczny doswiadczenia losowego 01 _1;_¢;-

v

&) —~[1]——[10]
U
Rys. 16

Z grafu odczytujemy, ze:
—jesli pierwsza proba zakonczy sie porazka, to z prawdopodobienstwem 1 doswiadczenie
zakonczy sie serig 01;
— jesli pierwsza préba zakonczy sie sukcesem a druga porazka, to doswiadczenie konczy
sie serig 10;
— jesli dwie pierwsze proby zakoncza sie sukcesem, to doswiadczenie konczy sie serig
11.
Wynika stad, ze

P(L..01)=v=1—u, P(...10) =wv =u(l —u) i P(...11) = u%

Wykresy funkcji f. o1, f.101 f.11 przedstawia rysunek 17.
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Rys. 17
Mamy tu:
(01 > 10)(071),
01>11) s 1, 11 >01),5 1 ..,
0,5°=2) (53=2:1)

4.2. Graf stochastyczny doswiadczenia 03, _,,_o, przedstawia rys. 18.

<

El

v

N

O—-1]—-11]

Rys. 18

Przestrzen probabilistyczna tego doswiadczenia jest skoniczona. Mamy bowiem €1g_11_g9 =
{00, 10, 11,010 011} i
Plo—11— 00(00) =v? = (1 —u)?,
Plo-11-00(10) = UU = u(l —u),
Plo-11-00(11) =
quo,n,oo(om) = uv = u(l — u)? oraz
Plo—11-00(011) = v’v = u*(1 — u).

Poniewaz {...00} = {00}, {...11} = {11,011} i{...10} = {10,010}, to P(...00) =
(1 - u)2a
P(...10) =u(l —u) +u(l —u
P(... 1) =uv*+u*(1—u)=u

Wykresy funkcji f. o0, f.101 f.11 przedstawiono na rysunku 19.

22 = u(l —u)(2 — u) oraz

Rys. 19

Otrzymujemy stad, ze:
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3_
2

oY)

arctan| 5=
2+/7 sin ( ( ’ ))
3
(00 > 11)(0.ug), (11> 00)(uo 1, gdzie ug = ~ 0,445,

3

4.3. Graf stochastyczny doswiadczenia losowego 63,_qy_o; Przedstawia rys. 20.

v
1))
‘ u

u
&)—~[0]——01]
v

Rys. 20

Z izomorfizmu graféw stochastycznych doswiadczen losowych df,_11_¢1 1 d5o_go—_01 WY-
nika, ze
P(...01)=u, P(...10) =uv =u(l —u) i P(...00) = v* = (1 —u)*

Wykresy funkcji f. o1, f.10 1 f.o0 prezentuje rysunek 21.

Rys. 21
Otrzymujemy zatem, ze:

(01 > 10)(071),
(00 > 01)(0 85y (01 > 00)
12

2 G-

(00> 10),1), (10> 00)1 1.

4.4. Wezmy pod uwage doswiadczenie losowe df;_1;_qo- Graf tego doswiadczenia loso-
wego przedstawia rys. 22.
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€ |~
—_

[
© 0]

u

Rys. 22

=

S

Rozumujac analogicznie jak powyzej i wykorzystujac wezesniej uzyskane wyniki otrzy-
mujemy, ze

P(...01)=u(l —u)(14+u), P(...11) =u? i P(...00) = (1 + u)(1 — u)?.
Wykresy funkcji f. o1, f.111 f. o0 przedstawia rysunek 23.

I3 Lo

Rys. 23

Mamy tu:
(00> 01),1), (01> 00)1 1),

oon (==L

3

(00 > 11)(0,u9), (11> 00)(uq,1), gdzie ug = % — ) ~ 0,553,

6.2.3 Czekanie na jedng z czterech serii sukceséw i porazek o dtugosci 2

Graf doswiadczenia 034 _19_g1_go Przedstawia rys.24.

01] [oo]

N\ /o
o

-
“u\
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Rys. 24

Przestrzen probabilistyczna (€211-10-01-00, P11_10—01—00) jest skonczona. Mamy €211_19-01-00 =
{11,10,01,00} i
PH—10-01-00(11) = 2,
Pli—10-01-00(10) = u(1 — u),
Pli-10-01-00(01) = u(1 — u) oraz
Pli-10-01-00(00) = (1 — u)?.
\W tej skoﬁczonej przestrzeni probabilistycznej jest:
(-..11) =
(- )—uﬂ—u%
(...01) = u(l — u) oraz
(---00) = (1 —u)*.

Wykresy funkcji f o0, f.01, f.101 f.11 przedstawia rysunek 25.

P
P
P
P

Mamy zatem:
(01 = 10) (0,1,
(00 > 01)(0 , (01> 00)
(00 > 10)(0 1, (10 > 00)(
(00 > 11)(0 1, (11> 00)
( )z ( )
( )z ( )

[ ST S S

—

11> 01
11> 10

,0n>nm
10> 11)

NJI»—‘ ml»—‘

6.3 Paradoksalne wtasnosci serii ortow i reszek, serii sukcesow i
porazek oraz serii kolorow

Ponizej przedstawiono przyktady paradoksalnych wtasnosci serii kolorow, w tym serii
ortéw i reszek oraz serii sukcesOw i porazek.

Przyktad 22 Wezmy pod uwage serie sukceséw i porazek: 10, 01 i 00. Jest tutaj
(10 = 01)

A (012 00)L A (10> 00):.

ol
Ll
ol

Przyktad 23 Rozwazmy serie sukceséw i porazek: 1101, 1011 i 0111. Mamy tu

(1101 > 1011)1 A (1011 > 0111)1 A (0111 > 1101);1,

l\.’)l»—l

1
2

[N
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0111 > 1011 A 1011 > 1101 A 0111 > 1101,

a to oznacza, ze w kontekscie czekania 031, 10110111 Seria 0111 jest najlepsza (bo jest
lepsza od kazdej z dwdch pozostatych).

Przyktad 24 Rozpatrzmy jednoparametrowa rodzine doswiadczen dj,_;, gdzie u €
(0,1). W modelu czekania 6}y_o; np.: dla v = 2 1 u = 2 jest (10 > 01),, a np.:
dla v = § iu = 7 jest (01 > 10),. Wydaje si¢, ze dla kazdych dwoch serii sukce-
sow i porazek a1, ap oraz jednoparametrowej rodziny doswiadczen o5 _._ _, , gdzie
n > 2, zawsze istnieje parametr (parametry), aby jedna seria byta lepsza od drugie;j.
Rozwazmy jednoparametrowa rodzing doswiadczen 0, o, _19, gdzie u € (0,1). Mamy
tutaj

Yue(0,1) [(01310)1]
W kontekscie dowolnego czekania z powyzszej rodziny seria 01 jest zawsze lepsza od

serii 10.

Przyktad 25 Niech oy = 2221, ap = 2112, a3 = 1122 oraz u; = 0,3255, uy = 0,335,

ug = 0,3395. Wowczas w modelu czekania 04142~ 02 mamy

2221 > 2112 A 2112 > 1122 AN 2221 > 1122.

Natomiast w modelu czekania 5. —a2~ " jest

1122 > 2221.

Przyktad 26 Niech o = 1221, ap = 2212, a3 = 1311 oraz u; = 0, 3255, us = 0,335,
uz = 0,3395. Jest tu

(1221 >> 2212) (4 ugus) A (2212 3> 1311) (0 ugug) A (1221 2> 1311) 0y u0us)»

natomiast w modelu czekania 0,1~ 627 %3 mamy

1311 > 1221 AN 1221 > 2212 AN 1311 > 2212.

Przyktad 27 Niech oy = 2312, ap = 3122, a3 = 2232 oraz uy = us = ug = % Otrzy-
mujemy tutaj

(2312 > 3122) (11 1y A (3122 > 2232) 1 11y A (2312 & 2232),

)s

wl—=

1
13

Wl
Wl

11
373

wl—=

)

Wl

)

Wl

. . 3
natomiast w modelu czekania o, _,,_,, mamy

2312 > 2232 N 2232 > 3122 N 2312 > 3122.
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Przyktad 28 Niech ay = 123, ay = 231, a3 = 312 oraz u; = us = u3z = uy = i. Jest tu

7 GRY LOSOWE

(123 > 231), ) A (231> 312), ) A (312> 123),

1111 1111y,
4141 1441

ST

)

I

1
140

=

natomiast w modelu czekania 0y, _,,_,, mamy
123 =~ 231 A 231 = 312 A 123 =~ 312.
Przyktad 29 Niech a; = 0111, ap = 1110. Mamy tu
(011101110)%,

ale w czekaniu 621, 1110 jest
0111 > 1110.

Przyktad 30 Niech ay = 1111, ap = 1110. Jest tu

(1110 < 1111)

)

[N

natomiast w czekaniu 0%;,; 1,0 Mamy
1110 ~ 1111.
Przyktad 31 Niech ay = 3421, as = 2342 oraz u; = us = uz = Uy = i. Jest tutaj
(3421 < 2342)(%7%’%’%),

ale w czekaniu 0349, 9340 Mamy
2342 > 3421.

7 Gry losowe i strategiczno-losowe

7.1 Gry losowe

[0 [gra losowa z udzialem m graczy] Niech para (€s,ps) bedzie modelem probabili-
stycznym do$wiadczenia losowego §. Zatézmy, ze zdarzenia Ay, As, Az, ..., A, sa zwig-
zane z do$wiadczeniem ¢ i tworzg uktad zupelny zdarzen w przestrzeni probabilistycz-
nej (Qs,ps) (kazde jest podzbiorem zbioru Qs). W grze, w ktorej uczestnicza gracze
G1,Gs, Gs, ..., Gy, przeprowadza sie do$wiadczenie losowe 0 1 jesli zajdzie zdarzenie
A;, to zwycieza gracz G; (j = 1,2,3...,m). Opisang gre nazywamy gra losowa z
udzialem m graczy. Taka gre nazywamy sprawiedliwg, jesli

P(A)) = P(A3) = P(Ag) = - = P(Ay,) = L.
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7.1.1 Gra Penney’a

W 1974 roku w Journal of Recreational Mathematics (vol. 7, No. 4, Fall, 1974) Walter
Penney zaproponowal nastepujaca gre (ponizej ttumaczenie z oryginatu):

7 GRY LOSOWE

7 Jezeli rzucamy trzy razy pod rzad moneta to otrzymujemy jeden z osmiu jednakowo
prawdopodobnych wynikéw, sg to: HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT.
To jest raczej dziwne, ze wybrana seria niekoniecznie musi mie¢ taks sama szanse po-
jawienia sie jak dowolna inna seria. Ten fakt moze by¢ zilustrowany na przyk-adzie
nastepujacej gry: ty i twoj przeciwnik wybieracie sobie serie, rzucanie moneta powta-
rzacie tak dtugo az ukaze si¢ jedna z dwu serii. Zwycieza ten gracz, ktorego seria sie
ukazata. Twoj przeciwnik wybiera HHH, ty wybierasz HTH. Przekonasz si¢, ze masz
wicksze szanse. Jak duze sa te twoje szanse?

Rozwiazanie autora: OdpowiedZ brzmi: twoje szanse sa jak 3 do 2. Oznaczmy twoje
szanse przez P. Jedli w pierwszym rzucie wypadnie H, to mamy cztery jednakowo praw-
dopodobne przypadki (jako wyniki kolejnych dwu rzutéw moneta):

-HH (i wtedy przegrywasz)

-TH (i wtedy wygrywasz)

-TT (i wtedy musicie obaj czeka¢ az ponownie ukaze sie H; stad twoje szanse wygrania
wynosza znowu P) i

-HT. W tym ostatnim przypadku w zaleznosci od tego czy jako nastepny wypadnie H
czy T (oba tak samo mozliwe) ty wygrywasz albo wracasz do szansy P.

Podsumujmy twoje szanse:

P_O +l +% l @
T OHHET 4w 4 7 8HTH 8 mrr’

czyli P = %.”

7.2 Gry strategiczno-losowe

Rozwazmy nastepujaca modyfikacje gry Penney’a: na poczatku gry gracze moga wy-
biera¢ sobie serie. Gracz GG 4 wybiera swoja serie « jako pierwszy. Nastepnie gracz Gp,
znajac serie wybrang przez gracza G, wybiera serie 3 € {0,1}* \ a. Dla kazdego z
graczy pojawia si¢ wiec problem wyboru serii dajacej najwigksze szanse na zwyciestwo.
W tym paragrafie rozwazymy optymalne strategie wyboru dla kazdego z graczy. Be-
dziemy rozwazaé gre, w ktorej gracze beda wybiera¢ serie o dhugosci k, gdzie k > 3.

Definicja 52 (seria lepsza) Jezeli w przestrzeni probabilistycznej (Qn—g, Da—p) jest
Pla< () > P((f < a),

to serie o nazywamy lepsza od serii 5 i oznaczamy o > 3.
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Definicja 53 (seria kontr-optymalna) Niech a bedzie ustalona seria ortéw i reszek i
niech |a| = k, k > 3. Rozwazmy zbior A, = {5 : |B| = k N a # (B}. Seri¢ &, dla

ktorej zachodzi warunek

7 GRY LOSOWE

Vgea. P(& < @) > P(8 < ),
nazywamy serig kontr-optymalng do serii a.

Zatézmy, ze o = ajay...ar € {H,T}* k> 3. Przyjmijmy oznaczenia
ag = Haqas...ap,_1 oraz  ar = Tajas...a,_1.

Twierdzenie 2 Jezeli « jest seria ortéw i reszek, to

a=ayg lub a=oar. N

Dowdd tego twierdzenia podali L. Guibas i A. M. Odlyzko (por. [17], s. 183-208).
Twierdzenie 3 Dla kazdej serii ortow i reszek a jest
Plag <a) # Plar <a). R

7 powyzszych twierdzen wynika, ze do kazdej serii « istnieje doktadnie jedna seria
kontr-optymalna. Jest nig jedna z serii ay albo ar. Ostatecznie (por. [17], s. 183-208)
otrzymujemy

Twierdzenie 4 Dla kazdej serii ortow i reszek « jest

Pla < &) < P(a < «),
czyli seria kontr-optymalna do serii « jest serig lepsza od serii @ WL
Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia 4 jest

Twierdzenie 5 Nie istnieje k > 3, aby relacja > byta w zbiorze {H, T}* relacja prze-
chodnia WL

Dowdéd. Niech o € {H, T}*, gdzie k > 3, bedzie dowolng, ustalong serig ortéw i reszek.
Przyjmijmy umowe, ze & = ay, ay = ao, ay = ag, itd. Jest oczywiscie

Q9 > (p oraz aq > Q.

Jesli ~ (g > @), to relacja > nie jest przechodnia. Jesli jednak an > «, to rozwazamy
serie a3 1 woéwcezas mamy

g > O, Q9 > (p oraz o > Q.

Jesli ~ (a3 > a V as > aq), to relacja > nie jest przechodnia.
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Jesli a3 > a i az > ay, to rozwazamy serie ay itd. Zbiér {H, T}* jest skoniczony, a
zatem powyzsza procedura doprowadzi nas ostatecznie do wniosku, ze relacja > nie
jest przechodnia. WM

Literatura

Relacja > pojawia si¢ w kontekscie doswiadczenia losowego przeprowadzanego w grze
zaproponowanej w 1974 roku przez Waltera Penney’a (zob. [7]). W grze uczestnicza
dwaj gracze: G4 i G. Na poczatku gry gracze wybieraja sobie serie ze zbioru {H, T},
gdzie k > 3 jest ustalona wczesniej dtugoscia serii. Gracz G 4 wybiera swoja serie o jako
pierwszy. Nastepnie gracz Gg, znajac serie wybrang przez gracza G4, wybiera swoja
seriec 3 € {H,T}* \ a. Nastepnie przeprowadza si¢ do$wiadczenie &, 5 i jedli zajdzie
zdarzenie {a < (B}, to zwycieza gracz G 4, jesli natomiast zajdzie zdarzenie {5 < a}, to
zwycieza gracz Gp. Jest oczywiste, ze wigksze szanse na zwycigstwo ma ten z graczy,
ktorego seria jest lepsza. Paradoksem jest, ze gracz wybierajacy swoja serie jako drugi
ma - po odpowiednim wyborze serii - wieksze szanse na zwyciestwo w grze. Prawo
pierwszenstwa w wyborze serii nie jest wigc przywilejem.

Poniewaz relacja > nie jest przechodnia, to - paradoksalnie - z faktu, ze gracz G4
ma wieksze szanse na zwyciestwo niz gracz G oraz gracz G ma wieksze szanse na
zwyciestwo niz gracz G¢ nie wynika, ze w grze z udziatem graczy G4 i G wigksze
szanse na zwyciestwo ma gracz G4 (bez wzgledu na to, jakiej dlugosci serie gracze
wybieraja).
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