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SCENARIUSZE LEKCJI
Lekcja 1-2
Przyblizenie uczniom tematu zajeé, przeprowadzenie pretestu.
Zapoznanie uczniow z drzewem stochastycznym.

Uczniowie rzucajac moneta lub losujac kolorowe kule z pudetka zapisuja swoje wyniki za
pomoca drzewa, opisuja wlasnos$ci oraz zalety i wady takiego zapisu oczekujac wylosowania
konkretnych ilo$ci ortow, reszek, serii ortow i reszek.

Informacje, ktére przekazujemy uczniom:

Doswiadczenie losowe kilkuetapowe wygodnie jest zilustrowa¢ za pomoca drzewa
doswiadczenia losowego (drzewa stochastycznego). Mozemy w ten sposob graficznie
przedstawi¢ przebieg 1 wyniki doswiadczenia. Rysunek rozpoczynamy od punktu, zwanego
startem. Wyniki kolejnych etapow doswiadczenia to wezty. Odcinki, ktore tacza dwa kolejne
wezly to krawedzie. Kolejne krawedzie taczace poczatek drzewa z jednym z koncow to gataz
drzewa. Kazdej gat¢zi odpowiada jeden wynik do§wiadczenia wieloetapowego.

Cw. 1

Zbudujemy drzewo stochastyczne dla rzutu monetg.

start

,/Cl\ prawdopodobienstwo
krawed?z

Drzewo sktada si¢ z dwoch galezi, odpowiadajacych wynikom (orzet), (reszka). Na kazdej
gatezi zapisane jest prawdopodobienstwo zaj$cia danego zdarzenia (czyli wyrzucenia orta
badz reszki).
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Cw.2

Zbudujemy drzewo stochastyczne dla dwukrotnego rzutu monets.

| rzut

Il rzut 0,5

0 R O R
orzet, orzet orzetl reszka reszka, orzet reszka, reszka

|

p=05-05=025

Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo na przyktad wyrzucenia za pierwszym razem reszki, a za
drugim ortfa (na rysunku tg sytuacje ilustruje galaz pomaranczowa), mnozymy liczby zapisane
przy pomaranczowych krawedziach.

Cw.3

W urnie znajduja si¢ cztery kule fioletowe 1 sze$¢ niebieskich. Wyciagamy losowo jedna kulg,
zapisujemy jej kolor i z powrotem wrzucamy do urny. Nastepnie wyciggamy losowo druga
kule. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze za pierwszym razem wyciagniemy kule niebieska,
a za drugim fioletowa. Zilustrujemy przebieg doswiadczenia za pomocg drzewa.

0,6 @ —> 06-06=0,36
04 @ —> 0,6-0,4=0,24
0,6 @ —> 04-06=0,24

0,4 O —_— (0,4-0,4=0,16
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Przy kazdej krawedzi zapisaliSmy prawdopodobienstwo zaj$cia danego zdarzenia.

Zauwazmy, ze 0,36 + 0,24 + 0,24 + 0,16 = 1, czyli suma prawdopodobienstw zapisanych przy
wierzchotkach krawedzi wychodzacych z jednego korzenia jest rowna 1.

Zdarzenie: za pierwszym razem wylosowaliSmy kule niebieska, a za drugim fioletowa,
zilustrowane jest za pomocg dwoch krawedzi tej samej gatezi. Prawdopodobienstwo
zdarzenia obliczamy, mnozac liczby zapisane przy krawedziach tej galezi:
p=0,6x0,4=0,24.

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo, ze za pierwszym razem wyciggniemy kule niebieska, a za
drugim fioletowa, jest rowne 0,24.

Wiemy juz, ze prawdopodobienstwo zdarzenia jednoelementowego reprezentowanego przez
dang galaz jest réwne iloczynowi prawdopodobienstw wypisanych obok krawedzi tej gatezi.
Ten  sposéb  wyznaczania  prawdopodobienstwa  zdarzen  jednoelementowych
w wieloetapowych doswiadczeniach, nazywamy regula mnozenia prawdopodobienstw dla
drzewa stochastycznego.
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Lekcja 3

Zapoznanie uczniéw z grafem stochastycznym, wskazuja wiasnosci i réznice migdzy
drzewem, a grafem stochastycznym.

Przyblizenie uczniom zasady do$wiadczenia: poszczegoélni uczniowie rzucajagc monetg
powinni osiggna¢ pozadane serie np. 00, 11 lub 10, 11, gdzie 0 oznacza wyrzucenie orta
utozsamiane dalej z porazka 1 1 oznacza wyrzucenie reszki utozsamiane z sukcesem.

Uczniowie zapisujg swoje rzuty za pomocg drzewa, a nastepnie prébuja samodzielnie zapisacé
1 utozy¢ z klockow graf stochastyczny. Formutuja wlasnosci, zalety oraz wady takiego zapisu.

u .| 11

—~

—_ l‘ e

11 10

Doswiadczenie polegajace na wylosowaniu serii 11 lub 10 rozpoczyna si¢ od czekania na
pierwszy sukces, po uzyskaniu sukcesu doswiadczenie konczy si¢ po kolejnej probie.

W miar¢ mozliwos$ci czasowych uczniowie oczekuja na inne przypadki: pozadane nowe serie
to 111 i 110, zapisuja graf stochastyczny dla takiego doswiadczenia, po czym probuja
uogo6lInié¢ na serie o dtugosci k (k € N,), powstale z serii 11 i 10 przez dopisanie na poczatku
(k-2) jedynek.
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Lekcja 4
Uczniowie przeprowadzaja do§wiadczenie polegajace na uzyskaniu serii 100 i 001, zapisuja

graf stochastyczny dla do§wiadczenia:

001

. u

r 1
{10~ [100)
{ | g

N

Uczniowie formutujg wniosek:

Aby czekanie zakonczyto si¢ serig 100, sukces musi pojawié si¢ po raz pierwszy nie pozniej
niz w drugiej prébie. Doswiadczenie zakonczy si¢ serig 001, gdy dwie pierwsze proby
zakonczg si¢ porazka. Zatem:

P(...100) = u+vu = 2u — u? oraz P(...001) == (1 — u)z.

W miar¢ mozliwosci czasowych uogdlniamy na serie, powstate przez dopisanie (k-2) zer na
koncu serii 10 1 na poczatku serii 01.
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Lekcja 5

Uczniowie tworza niesymetryczny graf stochastyczny czekania na jedng z trzech serii
i porazek o dlugos$ci 2 doswiadczenia losowego, np. pozadane serie to 01, 10, 11.

Z grafu uczniowie wyciagaja wnioski, ze jesli proba zakonczy si¢ porazka, to
z prawdopodobienstwem 1 doswiadczenie zakonczy si¢ serig 01, je$li pierwsza proba
zakonczy si¢ sukcesem, a druga porazka, to doswiadczenia konczy si¢ serig 10, jesli natomiast

dwie pierwsze proby zakoncza si¢ sukcesem, to do$wiadczenie konczy si¢ serig 11.
Co oznacza, ze:

-.P(...[._li) =v=1—u P(..10)=ww=u(l—u)iP(...11) = u*

Kolejny graf jaki tworza uczniowie to czekanie na serie 00, 11, 10.

Uczniowie tworza graf przedstawiajacy doswiadczenie czekania na jedng z czterech serii
sukcesOw 1 porazek o dlugosci 2.
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Lekcja 6

Prosimy uczniow o zbudowanie grafu stochastycznego zwigzanego z nastgpujacym
czekaniem: 82 5,_1011-0111- Uczniowie ustawiajg pionki na starcie i rozpoczynaja gre
obserwujac, ktory wynik daje najwigksza szans¢ na zwycigstwo.

Zapoznajemy uczniow z przyktadami paradoksalnych wtasnosci serii kolorow, w tym serii
ortow 1 reszek oraz serii sukcesOw 1 porazek. Wprowadzamy symbol >>, ktory oznacza, ze
dana seria jest ,,lepsza”, daje wigkszg szans¢ na wygrang.

Przyktad: Wezmy pod uwagg serie sukcesow i porazek: 10, 01 1 00. Wtedy:

(10 22 01)1 A (01 22 00)1 A (10 00)

1.
P 2

[T
[SIE

Przyktad: Rozwazmy serie sukcesow i1 porazek: 1101, 10111 1101. Wtedy:

(1101 > 1011)1 A (1011 > 0111)1 A (0111 > 1101)

1
2

ol
Bl

zatem wsrod tych serii nie ma najlepsze;j. Z kolei w czekaniu 8251 _1011—0111 j€St
0111 3> 1011 A 1011 = 1101 A 0111 > 1101,

a to oznacza, ze w kontek$cie czekania 687101_1011-0111 S€ria 0111 jest najlepsza (bo jest
lepsza od kazdej z dwoch pozostatych).

Uczniowie formutujg wniosek, np. relacja >> nie jest przechodnia, to z faktu, ze gracz G1 ma
wicksze szanse na zwycigstwo niz gracz Gz nie wynika, ze w grze z udziatem graczy Gi 1 G3
wicksze szanse na zwyciestwo ma gracz Gi. Rowniez przywilej pierwszenstwa wyboru serii
nie zawsze jest przywilejem — gracz wybierajacy swoja seri¢ jako drugi ma wigksze szanse na
zwyciestwo w grze, jesli odpowiednio dobierze serig.

Materiaty pomocnicze:

1) ,,Proper, Probability around us probability for everyone” Ireneusz Krech, Pavel Tlusty
2) zpe.gov.pl ,,Metoda drzew w rachunku prawdopodobienstwa” Justyna Cybulska
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