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Definicja.

Grafem skierowanym albo digrafem nazywamy pare [S, Qo_1], gdzie

S = {wp, wa, w3, ..., ws_1} jest dowolnym co najmniej dwuelementowym
zbiorem (s > 1), a Qo—1 = [gj«] jest niezerowa macierza kwadratowa
stopnia s o wyrazach ze zbioru {0,1}, a wiec macierza zero-jedynkows3.
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Definicja.

Grafem skierowanym albo digrafem nazywamy pare [S, Qo_1], gdzie

S = {wp, wa, w3, ..., ws_1} jest dowolnym co najmniej dwuelementowym
zbiorem (s > 1), a Qo—1 = [qj] jest niezerowa macierza kwadratowa
stopnia s o wyrazach ze zbioru {0,1}, a wiec macierza zero-jedynkows3.

Elementy zbioru S nazywamy weztami grafu, a macierz Qp—1 nazywamy
macierza przejsc.
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Jedli g = 1, to pare (wj, wi), gdzie wj, wi € S, nazywamy tukiem i
oznaczamy w; — wk. Wezet w; nazywamy poczatkiem, a wezet wy —
koncem tego tuku. Jedli g;; = 1, to tuk w; — w; nazywamy petla.
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koncem tego tuku. Jedli g;; = 1, to tuk w; — w; nazywamy petla.

Jesli wezet w; jest poczatkiem tylko i wytacznie petli, to nazywamy go
weztem brzegowym.
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Jesli wezet w; jest poczatkiem tylko i wytacznie petli, to nazywamy go
weztem brzegowym.

Zbiér wszystkich weztéw brzegowych grafu skierowanego nazywamy
brzegiem grafu skierowanego.
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Jedli g = 1, to pare (wj, wi), gdzie wj, wi € S, nazywamy tukiem i
oznaczamy w; — wk. Wezet w; nazywamy poczatkiem, a wezet wy —
koncem tego tuku. Jedli g;; = 1, to tuk w; — w; nazywamy petla.

Jesli wezet w; jest poczatkiem tylko i wytacznie petli, to nazywamy go
weztem brzegowym.

Zbiér wszystkich weztéw brzegowych grafu skierowanego nazywamy
brzegiem grafu skierowanego.

Przejsciem z wezta w; do wezta wy nazywamy kazdy ciag tukéw taki, ze
poczatkiem pierwszego tuku jest wezet w;, koncem ostatniego jest wezet
wg | poczatek kazdego nastepnego tuku jest zarazem koncem
poprzedniego.
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Jedli g = 1, to pare (wj, wi), gdzie wj, wi € S, nazywamy tukiem i
oznaczamy w; — wk. Wezet w; nazywamy poczatkiem, a wezet wy —
koncem tego tuku. Jedli g;; = 1, to tuk w; — w; nazywamy petla.

Jesli wezet w; jest poczatkiem tylko i wytacznie petli, to nazywamy go
weztem brzegowym.

Zbiér wszystkich weztéw brzegowych grafu skierowanego nazywamy
brzegiem grafu skierowanego.

Przejsciem z wezta w; do wezta wy nazywamy kazdy ciag tukéw taki, ze
poczatkiem pierwszego tuku jest wezet w;, koncem ostatniego jest wezet
wg | poczatek kazdego nastepnego tuku jest zarazem koncem
poprzedniego.

Kazde przejécie z wezta startowego do wezta brzegowego w; nazywamy
trasy prowadzaca do wezta brzegowego w;.
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Niech [S, Qo—1] bedzie grafem skierowanym. Interpretujmy wezty grafu
jako punkty ptaszczyzny.
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Niech [S, Qo—1] bedzie grafem skierowanym. Interpretujmy wezty grafu
jako punkty ptaszczyzny.

Jezeli gy =1, gdzie wj, wix € S, to tuk w; — wy przedstawiamy jako
zorientowany odcinek prostej lub krzywej o poczatku w punkcie w; oraz
koncu w punkcie wy.
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Jezeli gy =1, gdzie wj, wix € S, to tuk w; — wy przedstawiamy jako
zorientowany odcinek prostej lub krzywej o poczatku w punkcie w; oraz

koncu w punkcie wy.

W punkcie, ktéry reprezentuje wezet grafu bedziemy (w prostokatne;j
ramce) umieszczaé jego etykiete.

Grafy stochastyczne - algorytmy



Niech [S, Qo—1] bedzie grafem skierowanym. Interpretujmy wezty grafu
jako punkty ptaszczyzny.

Jezeli gy =1, gdzie wj, wix € S, to tuk w; — wy przedstawiamy jako
zorientowany odcinek prostej lub krzywej o poczatku w punkcie w; oraz

koncu w punkcie wy.

W punkcie, ktéry reprezentuje wezet grafu bedziemy (w prostokatne;j
ramce) umieszczaé jego etykiete.

Jezeli w; jest weztem brzegowym, to petle w; — w; pomijamy.

Grafy stochastyczne - algorytmy



Niech [S, Qo—1] bedzie grafem skierowanym. Interpretujmy wezty grafu
jako punkty ptaszczyzny.

Jezeli gy =1, gdzie wj, wix € S, to tuk w; — wy przedstawiamy jako
zorientowany odcinek prostej lub krzywej o poczatku w punkcie w; oraz

koncu w punkcie wy.

W punkcie, ktéry reprezentuje wezet grafu bedziemy (w prostokatne;j
ramce) umieszczaé jego etykiete.

Jezeli w; jest weztem brzegowym, to petle w; — w; pomijamy.

Moéwimy tu o ikonicznej prezentacji grafu [S, Qo—1].
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Niech S={wy, wy, wa, ws, wy} oraz
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Definicja.
Macierz kwadratowa Q = [pji], gdzie j,k =0,1,2,...,s —1 oraz s € Ny,
nazywamy macierzg stochastyczna stopnia s, jesli:

Vj,k€{0,1,2,...,5—1} [,Djke <071>]

oraz

s—1
vj€{0,1,2,...,s -1} lzpjk_ll )
k=0
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Niech Q bedzie macierza stochastyczna stopnia s. Rozwazmy
przeksztatcenie f okreslone na zbiorze wszystkich macierzy
stochastycznych, o wartosSciach w zbiorze wszystkich niezerowych
macierzy zero-jedynkowych, ktére macierzy stochastycznej Q = [pjx]
przyporzadkowuje macierz zero-jedynkowa f(Q) = Qo—1 = [gjx]. gdzie

{ 17 gdy Pjk > Oa
Qjik = _
0, gdy px =0.
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Definicja.

Niech S bedzie niepustym, s-elementowym zbiorem, a Q macierza
stochastyczng stopnia s. Jezeli para [S, f(Q)] jest grafem skierowanym,
to pare [S, Q] nazywamy grafem stochastycznym.
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Definicja.

Niech [S, Q] bedzie grafem stochastycznym, gdzie Q = [pji] oraz niech
wj, wx € S. Jezeli Q(wj, wk) = pjx > 0, to liczbe pj nazywamy waga
tuku w; — wy.

Jedli z jest przejsciem na grafie [S, Q], to iloczyn wag kolejnych tukéw
tego przejscia nazywamy waga przejscia z i oznaczamy przez w(z).

Grafy stochastyczne - algorytmy



Niech [S, Q] bedzie grafem stochastycznym, gdzie

S = {wo, w1, wo, ws3,...,ws_1} i niech Q = [pj]. Rozwazmy ikoniczna
prezentacje grafu skierowanego [S, f(Q)] i przypiszmy kazdemu tukowi
w; — wk na tym grafie wage pj. Graf z tak przypisanymi liczbami
dodatnimi jest prezentacja ikoniczng grafu stochastycznego [S, Q].

Grafy stochastyczne - algorytmy



Grafy stochastyczne - algorytmy



3
7

Nl

4
7

5
6

Bl

Grafy stochastyczne - algorytmy



Niech Q¢ bedzie zbiorem wszystkich tras na grafie stochastycznym
[S,Q], a pg funkcja, ktéra kazdej trasie przypisuje jej wage. Funkcja pg
jest rozktadem prawdopodobienstwa na zbiorze Q¢. Pare (Qg, pg)
nazywamy przestrzenia probabilistyczng indukowana przez graf.
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Niech [S, Q] bedzie grafem stochastycznym oraz V4 C V[S,Q].
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Niech [S, Q] bedzie grafem stochastycznym oraz V4 C V[S,Q].

Symbol pj..\, oznacza wagg zbioru wszystkich przej$¢ z wezta w; do
weztéw zbioru V.
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Niech [S, Q] bedzie grafem stochastycznym oraz V4 C V[S,Q].

Symbol pj..\, oznacza wagg zbioru wszystkich przej$¢ z wezta w; do
weztéw zbioru V.

Liczba pj..\; jest prawdopodobienstwem dotarcia btadzacego po grafie
pionka z wezfa w; do jednego z weztéw brzegowych ze zbioru V.
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Algorytm pochtaniania

Uktad warunkéw:

1) pjwy, =1 dlawje Wy,

2) piw-v, =0 dlaw e V[S,Q]\ W,

3) Piwv = ijk - pr-vy,  dla w & V[S,Q], gdzie sumowanie

Wk
odbywa sie po wszystkich weztach dla ktérych pj > 0,

nazywamy algorytmem pochtaniania.

Ten algorytm pozwala obliczy¢ prawdopodobienstwo pj..\, poprzez
rozwigzanie pewnego uktadu réwnan liniowych.
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Przyktad.

Rozwazmy nastepujacy graf stochastyczny:
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Przyktad.

Przyjmujac Vi = {ws} i stosujac algorytm pochtaniania, otrzymujemy
uktad réwnan

Psr{ws} = 3 Plos{ws} T 3 * P2 {ws}s

Pioims} = 3 * Plofus} + 5 * Por{ws} T 3 * Pawe{us}s
P2{ws} = 3 * Ploofus} + 3 Pror{us} T 5 * P {un}
P3s{ws} = 1,

Pas{ws} = 0,

z ktérego wynika, ze

3

Pss{w3} = 5
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Niech T,, oznacza czas bfadzenia po grafie stochastycznym [S, Q]
rozpoczynajacego sie w wezle w;.

Zmienna losowa T,, kazdemu przejéciu z wezta w; na brzeg grafu
przypisuje jego dtugosé¢ (liczbe tukéw przejscia). Zatézmy, ze dla kazdego
wezta w; istnieje E(T,,). Niech E(Ty,;) = ew,.
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Algorytm Sredniego czasu btadzenia po grafie

Uktad warunkéw:
1) ew; =0 dlaw; € V[5,Q],
e =1 ijkewk dla wj ¢ V[S,Q], gdzie sumowanie odbywa

Wk

sie po wszystkich weztach dla ktérych p;y > 0,

nazywamy algorytmem $redniego czasu btadzenia po grafie
stochastycznym z niepustym brzegiem.
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Rozwazmy graf stochastyczny z rysunku
1 %/'
(10 [10]]

Wi
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Przyktad.

Stosujac algorytm Sredniego czasu btadzenia po grafie stochastycznym
dostajemy uktad réwnan

e = l+2e+1e,
e = 1+2len+ 2ep,
e = 1+43%e+ 3e,
en = 0,

el1 = 0,

po rozwiazaniu ktérego otrzymujemy, ze

es = 8, 4.
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