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1 Uvod

1.1 Intuice v poctu pravdépodobnosti

Badani v matematice neni vysledkem pouze ¢isté dedukce ¢i objevovani nejriznéj-
Sich analogii, ale téz induktivniho mysleni (viz [25]). Formalni utvafeni matematickych
pojmu vychézi z intuitivnich predstav. Abstrakce a schematismus ve vyuce matematiky
nékdy brani ,vidéni, vnimani” obecné podstaté matematickych konstrukeci, kvantita-
tivnich a prostorovych vztaht. Spravna intuice, zdravy tsudek stoji na poc¢atku vsech
objevil, myslenek, tvrzeni ¢i hypotéz.

Freudenthal dlouho zaménoval slovo ,intuice” vyrazy jako ,rozvoj ¢i zdokonalovani
matematickych predstav (viz [8]). Délal to zamérné zejména s ohledem na odlisnosti
vyznamu slova intuice v riznych jazycich. Freudenthal té7 uvadi (viz [9]), Ze ,intuice
bez pojmi je prazdna, zatimco pojmy bez intuice jsou slepé.”

Stochasticka intuice je schopnost vytvaret urcité zavéry a rozhodnuti pravdépodob-
nostni a statistické povahy bez védomého zavéru, nebo dokonce bez znalosti pojmi a
vét, které tyto zavéry ¢i rozhodnuti odivodiiuji. Je to schopnost ¢i kognitivni proces,
ktery spociva v pfesném posouzeni pravdépodobnostnich vlastnosti souboru (pravdé-
podobnost udélosti, o¢ekavana hodnota, rozlozeni, stochasticka nezavislost) nebo popu-
lace na zakladé (neuplnych) informaci o vzorku, které nejsou plné podloZeny védomym
uvazovanim a odtvodnénim, ale vychézeji jen z vlastnich znalosti a zkuSenosti.

Zavéry intuitivni povahy jsou zavéry, které se nam zdaji samoziejmé, které formulu-
jeme okamzité, témétr bez hlubsiho zamysleni, bez dedukce a tivah. Jde o argumentace
a na zakladé v paméti zachovanych ptredstav, schémat a modelt z jiz dfive fesenych
situaci. Intuitivni mysleni je pfemysleni o abstraktni situaci prostifednictvim jejiho kon-
krétnitho modelu (srv. [19]).
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V [33], [34] a [35] se uvadi vysledky badani psychologii A. Tverského a D. Kahne-
mana, z kterych vyplyva, ze lidé nemaji spravné utvorené pravdépodobnostni intuice.
Cestou evoluce ¢lovék nebyl vybaven ani zakladni pravdépodobnostni intuici.

Chyby a nespravné zavéry v matematice mohou byt zpiisobeny zpisobeny nedostat-
kem zakladnich znalosti. V oblasti pravdépodobnosti, statistiky nebo kombinatoriky,
je navic c¢astou pric¢inou chyb i nespravné osvojeni zakladnich poznatki. Formalizo-
vana prednaska v zadném pripadé nemiize napravit chybné predstavy a nespravné
intuice. Mylné intuice mohou mit i psychologické divody. Ukazuje se, ze formalni vy-
svétleni pravidel pro vypocet pravdépodobnosti a statistiky nestaci k odstranéni téchto
,mylnych predstav” v procesu pravdépodobnostniho pfedpovidani, které psychologie
povazuje za dulezity psychologicky predrozhodovaci proces. Z vyzkumu psychologt vy-
plyva, Ze v tomto procesu predpovidani lidé nepouzivaji jen pravdépodobnostni teorii,
ale spise pouzivaji urcita pravidla, pojmy a urcité strategie.

Tversky a Kahneman zkoumali zéklad mylnych pfedstav (mylnych intuici) v situa-
cich tykajicich se hodnoceni pravdépodobnosti. Poukazuji na rozdily mezi subjektivni
pravdépodobnosti (tj. odhad pravdépodobnosti udavany ¢lovékem jako jeho odhad
pravdépodobnosti udalosti) a objektivni, normativni pravdépodobnosti, tedy vyply-
vajici z pravdépodobnostniho modelu. Vyzkum probihal v ramci jejich prednasek o
problémech vyuky matematiky. Zkoumalo se chovani lidi rtizného véku a rtiznych pro-
fesi pii feseni specifickych stochastickych otazek.

Z vyzkumt J. M. Shaughenessy vyplyva, ze velkou roli pfi rozvoji spravnych sto-
chastickych intuici, které se projevuji ve spravném uplatnovani heuristickych strategii,
ma osobni kontakt ¢lovéka s empirii (losovani a sestavovani statistik, pouzivani konec-
nych daji, napt. vysledkt ¢iselnych her, stanoveni ¢etnosti, konfrontace hodnoceni a
posteriori s hodnocenim a priori). Tyto studie potvrzuji, Ze vyuka poc¢tu pravdépodob-
nosti je prilis formalizovana, izolovana od matematickych statistik, opomiji empiricky
aspekt pravdépodobnostnich pojmi, opomiji také nékteré klasické paradoxy. Avsak jen
pouhé seznameni, ukazky stochastickych paradoxt nijak neodstranuje mylné intuice.
Kahneman a Tversky poukazuji na to, zZe stejné chyby délaji zaci ,stochasticky naivni”
(tj. bez zdkladnich stochastickych znalosti), jak i dospéli, ktefi maji dokonce za sebou
kurz pokrocilého, ale formalizovaného poc¢tu pravdépodobnosti.

1.2 Funkéni vyuka matematiky

Funkéni pristup ke vzdélavani je jednou ze zakladnich strategii didakticky spravného
vyucovaciho procesu. V matematice ho lze jej interpretovat jako strategii objevovani
a vytvareni matematickych pojmi a jejich vztaht zaky (viz [29]). Funkéni vyuka je
univerzalni metoda, doporucuje se ve vyuce riznych predméti, ale v matematice -
vzhledem k abstraktni a operativni povaze matematickych pojmt - ma zvlastni vy-
znam. V funk¢ni vyuce se snazime ukazovat matematiku z pojmové stranky, ne jen
pravidla a algoritmy, jak tomu bylo v mechanickém konceptu. Dilezité je zde vybudo-
vani spravnych predstav a zakladnich pojmi. Vlastni matematické definice, tvrzeni a
pokrocilejsi tvahy prichazeji az pozdéji, jako souhrn a vysledek zjisténi riznorodych
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¢innosti. V integrovaném konceptu matematika vyrista z praxe, z redlnych situaci i
kdyz v nékterych ptipadech musi byt vychozim bodem pro matematické pojmy jevy a
podnéty okolniho prostiedi. Vedle realnych situaci to mohou byt uméle vytvorené situ-
ace, vyuzivajici specialni didaktické prostiedky, ale i ¢isté abstraktni problémy. Ucitelé
se snazi o to, aby byly matematické pojmy srozumitelné, aby byly v souladu s od-
bornymi pojmy. Zakladem matematické ¢innosti zaka je védomi, kde se ,matematicka
stavba” a on nachéazi. Prvoradym cilem je, aby zak ziskal pozadované znalosti nikoli
chaotickymi pokusy tesit schématické tikoly ¢i prilis volnou ,tvorbu”, ale na zakladé
jeho dobfe naplanované ¢innosti. Pouze kvalifikovany ucitel, ktery dobfe zna metodiku
vyuky, vzdélavaci proces spravné naplanuje. Vysledkem je, Ze se v mysli zaka vytvareji
dalsi védomostni prvky s diirazem na ,matematickou aktivitu, na ¢innost v matematic-
kém svété” a jeho vztah k realité, k tvircim zkusenostem, které zak ziskava postupné
pfi FeSeni tkolu (viz [19]).

Ve funk¢énim pristupu se uplatiuje konstruktivni pfistup, kdy si zak vytvari své
znalosti v integraci s materialy, riznymi tkoly, prostfednictvim bohatych zkuSenosti,
pod vedenim ucitele a ve spolupraci s spoluzaky a svym okoli. Nejedna se vSak o
povrchni formovani matematickych pojmi, které vede pouze k odpovédim na otazky
typu ,,Co to je?”. Nybrz aktivni znalost metod a technik umozni fesit problémy typu
,Pro¢ ma dany objekt pravé takové vlastnosti?” nebo ,,Jak lze zkonstruovat ...7”.
Tento pristup je plné v souladu s cetnymi vyzkumy vcéetné a myslenkami J. Piageta.
Ten prosazuje predstavu, ze zakladni podminkou pro cely proces utvareni intelektu,
zejména v predmeétech, které do védy zavadéji, je pouzivani aktivnich metod umoznu-
jicich spontanni vyhledavani a vyzadujicich, aby kazda pravda, kterou je tfeba objevit,
byla znovu objevena zakem nebo alesponi prehravana, nejen mu predana.

1 UVOD

1.3 Pocet pravdépodobnosti a stochastické hry

Oblast matematiky zahrnujici pravdépodobnost a statistiku je nedilnou soucasti stu-
dia v kazdé fazi vzdélavani uciteld matematiky. Ucitelim matematiky vSak velmi Casto
chybi konkrétni nastroje pro zavadéni pravdépodobnostnich pojmt v praxi, tj. ve skol-
ské matematice. Predkladame zde konkrétni didakticky navrh je zavadét stochastické
pojmy na zakladé nahodnych her, které s sebou nesou mnoho stochastickych paradoxti.
Reseni riznych problémi spojenych s témito hrami vede k spravnému pochopeni za-
kladnich vlastnosti a ziskani spravnych intuici. Diky paradoxtim, které se v takovych
hrach objevuji, 1ze budovat didaktické situace, které slouzi k vyvolani didaktické reflexe
u uCiteli i zakd. Setkavame se s problémem, ze i dobie vzdélani ucitelé matematiky,
ktefi maji velké matematické znalosti, obvykle potiebuji dalsi odborné znalosti, aby
byli schopni pti vyuce pravdépodobnosti pfed svymi zaky dobfe obstat. Obecné zasady
vyuky, které jsou t¢inné v jinych oborech matematiky, nebudou vzdy Gc¢inné pfi vyuce
pravdépodobnosti. Situace je pro ucitele zakladnich a stfednich skol velkou vyzvou.
Ucitelé sice nepotiebuji vysokou troven matematickych znalosti, ale potfebuji hluboké
pochopeni zakladnich pojmi matematiky, které ve skolach uci, véetné hlubokého po-
chopeni vzajemnych vazeb a vztahii mezi riznymi aspekty téchto znalosti (viz [20]).
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V [1] byly popsény dalsi prvky potfebné v odbornych znalostech uciteli:

2 7 POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

(a) Epistemologie: Epistemologické ivahy o vyznamu pojmt pro vyuku, napf. rizné
vyznamy pravdépodobnosti (viz [2]);

(b) Poznéni: Piedvidani obtizi pfi uceni zakd, chyb, prekazek a strategii;

(c) Pedagogické prostiedky a metody: ZkuSenosti s dobrym vybérem piikladd a di-
daktickych situaci a néstroji; schopnost kriticky analyzovat ucebnice, ucebni
osnovy, dokumenty; schopnost prizptisobit statistiky rtiznym trovnim vyuky;

(d) Schopnost zapojit a zaujmout zéky, zohlediiovat jejich postoje a presvédcent;

(e) interakce: Moznost vytvorit dobrou komunikaci ve t¥idé a pouzivat hodnoceni
jako zptisob vydavani pokyni.

Velkou roli pfi vyuce pravdépodobnosti hraji klasické paradoxy. Diky paradoxtim je
mozné organizovat nékteré didaktické aktivity zaméfené na ucitele matematiky. Cilem
téchto opatfeni je vyvolat u uciteli zamysleni nad zékladnimi stochastickymi pojmy.
Tato opatieni pomahaji ucitelim porozumét obtizim a prekazkam zakt a umoznuji jim
rozvijet vlastni metodickou a didaktickou zakladnu.

Zavedeni stochastického grafu do vyuky pocitani pravdépodobnosti mé tyto spravné
stochastické intuice vytvaret, vzdélavat a odpovidajicim zptisobem rozvijet.

2 Vybrané partie z poctu pravdépodobnosti

2.1 Diskrétni pravdépodobnostni prostor, ndhodna velicina

Predmeétem poctu pravdépodobnosti je konstruovani a zkoumani pravdépodobnostnich
prostort. Takovym prostorem (ve smyslu Kolmogorovovi axiomatické definice) je tro-
jice (2, Z, P), kde Q je libovolnd neprazdnd mnozZina, Z je o-algebra na mnoziné €2
a P kone¢nd mira na Z (viz [26], str. 261). Mnozinu {2 nazyvame mnozinou elemen-
tarnich jevi, jeji prvky elementarnimi jevy. Prvky mnoziny Z nazyvame jevy, jev ()
nazyvidme nemoznym jevem, jev ) jevem jistym. Cislo P(A) pro A € Z nazyvame
pravdépodobnosti jevu A.

Definice 1: Necht € je libovolnd neprazdnd, nejvyse spocetnd mnozina. Nezdpornou
funkci p: 2 — R spliujici podminku

Y W) =1,

weN

nazyvame rozkladem pravdépodobnosti na mnoziné Q. Je-li @ = {wy,ws,...,ws} a
p(w) = % pro kazdé w € 2, nazyvame funkci p klasickym rozdélenim pravdépodobnosti
na mnoziné ().
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Definice 2: Nechtf p je rozdélenim pravdépodobnosti na nejvyse spocetné mnoziné (2,
Z = 29 (poten¢ni mnozina), P: Z—R, kde

2 7Z POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

0, pro A = (),
P(A) = { PW), pro A = {w}, (1)
> plw), pro |A| >2.
WENNWEA

Lze dokazat, Ze trojice (2, Z, P) je pravdépodobnostni prostor ve smyslu axioma-
tické definice (viz [26], str. 261), a ze funkce P je pravdépodobnost na Z. Tento prostor
nazyvame diskrétnim pravdépodobnostnim prostorem.

Je-1i p klasickym rozdélenim pravdépodobnosti na mnoziné €, tak trojici (2, Z, P)
nazyvame klasickym pravdépodobnostnim prostorem. Z definice 2 vyplyva, ze funkce
P je dana predpisem:

_ A
€

Funkci P nazyvame klasickou pravdépodobnosti.

P(A) pro A C Q.

K definovéni diskrétniho pravdépodobnostniho prostoru (€2, Z, P) staci uréit na ne-
prazdné nejvyse spocetné mnoziné () rozdéleni pravdépodobnosti p. Z tohoto divodu
lze také dvojici (€2, p) nazvat diskrétnim pravdépodobnostnim prostorem. Déle tedy
budeme konstruovanim pravdépodobnostniho prostoru rozumeét konstruovani takové
dvojice (€2, p), ze Q je aspon dvouprvkova, ale nejvySe spocetnd mnoZina a p je roz-
déleni pravdépodobnosti na mnoziné €2. Pravdépodobnosti v tomto prostoru budeme
rozumét funkci P definovanou na mnozing Z = 29 vztahem (1). Je-li funkce p je
klasickym rozdélenim pravdépodobnosti, pak dvojici (€2, p) nazyvame klasickym prav-
dépodobnostnim prostorem.

» Necht Q* = {a,b,c}, p*(a) = 5, p*(b) = 0 a p*(c) = 2. MnoZina vSech jevii v tomto
prostoru je tvaru

z = {@, {a}, {6}, {e}, {a, b}, {b, ¢}, {a, ¢}, {a, b, c}}.

Pravdépodobnost v tomto prostoru je funkce P*: Z* — R, urcena tabulkou

AezZ || 0| {a} | {b} {a,b} | {b,c} | {a,c} | {a,b,c}
P*(A) ||o| £ |0 1 2 1 1

~=
win| O
—

3 3 3

Trojice (Q*, Z*, P*), ktera vznikla z dvojice (%, p*), je pravdépodobnostni prostor ve
smyslu axiomatické definice pravdépodobnosti.

» Piikladem klasickych pravdépodobnostnich prostort jsou dvojice:
(s, o), kde Qpp = {l,7}  a pu(l) = pu(r) = %,
(QKapK)7 kde QK = {17273747576} a pK(.]) = % pI‘Oj € QK
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Definice 3: Pravdépodobnostni prostory (€21, p1) a (€22, p2) nazyvame izomorfnimi, jestlize
existuje bijekce g z mnoziny €); na mnozinu €2, takova, Ze
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Vwy € Qp,wy € Qo1 wy = g(wy) = pa(ws) = pr(wr).

Dva klasické pravdépodobnostni prostory (£21,p;1) a (2, p2) jsou izomorfni tehdy a
jen tehdy, maji-li mnoziny ; a {2 stejny pocet prvki.

Definice 4: Uvazujme dva diskrétni pravdépodobnostni prostory (Q1,p1) a (22, p2).
Necht Q1 5 = Q1 x Qy = {(z,y) : © € Q; Ay € Qy}. Definujme na mnoziné ;_» funkei
p1_o predpisem:

p1_2(x,y) = p1(x) - p2(y) pro kazdé x € ; a pro kazdé y € Q.

(Q1_2, p1—2) nazyvame kartézskym soucinem pravdépodobnostnich prostort
(Q1,p1) a (Q2,p2) a znacime (Q1,p1) X (2, p2). Kartézsky soucin (2,p) x (§2,p)
nazyvame druhou kartézskou mocninou a oznacujeme (€2, p)?2.

Neni tézké dokazat, ze

— kartézsky soucin diskrétnich pravdépodobnostnich prostort je diskrétni pravdépo-
dobnostni prostor;

— kartézsky soucin klasickych pravdépodobnostnich prostort je klasicky pravdépodob-
nostni prostor.

Pojem kartézského soucinu lze zobecnit na kone¢né (nebo spocetné) mnoho pravdé-
podobnostnich prostort. Kartézsky soucin n stejnych pravdépodobnostnich prostort
(Q, p) nazyvame n-tou kartézskou mocninou prostoru ({2, p) a oznacujeme (£2,p)".
Kartézsky soucin spocetné mnoha pravdépodobnostnich prostori (£2,p) oznacujeme

(Q,p)>.

Definice 5: Nahodnou veli¢inou v diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru (€2, p) na-
zyvame kazdou funkci X : Q — R.

Definice 6: Oznac¢me (2x obor hodnot ndhodné veli¢iny X v pravdépodobnostnim pro-
storu (€2, p). Funkci px: Qx — R, kde

px(z;)= Y. plw) prow; €0, (2)

WEQNX (w)=2x;
nazyvame rozdélenim nahodné veliciny X.

Funkce px je rozdélenim pravdépodobnosti na Q2x a dvojice (2x, px) je pravdépo-
dobnostnim prostor. Nazyvame ho pravdépodobnostnim prostorem generovanym na-
hodnou velicinou X. Necht {X =z;} = {w € Q: X(w) = z;} pro z; € Qx. Mnozina
{X = z,} je jevem v pravdépodobnostnim prostoru (2, p) a ¢islo P(X = z;) oznacuje
pravdépodobnost tohoto jevu, tj. ¢islo P(X = z;) vyjadiuje pravdépodobnost s jakou
nahodna veli¢ina X nabyva hodnoty z;.
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Lze ukazat, ze je-li px funkce definovana vztahem (2), pak

2 7 POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

px(z;) = P(X = ;).

Definice 7: Ozna¢me X nahodnou veli¢inu v diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru
(Q, p). Funkci Py definovanou na B (borelovskych podmnozinach v R) vztahem

Px(A) = Z px(z;) pro A€ B, (3)

:BjEA
nazyvame pravdépodobnosti generovanou nahodnou veli¢inou X.

Lze dokazat, Ze trojice (R, B, Px) je pravdépodobnostnim prostorem ve smyslu
axiomatické definice pravdépodobnosti.

Je-li X nahodnou veli¢inou v diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru, tak ze
vztahu (3) plyne, ze funkce Py je jednoznacné definovana funkeci px.

Definice 8: Necht X je ndhodné veli¢ina v pravdépodobnostnim prostoru (£2,p) a Qx
mnozinou vsech jejich hodnot. Pokud existuje kone¢ny soucet fady

> apx(z;)

$J‘EQX

nazveme ho stiedni hodnotou ndhodné veli¢iny X a znac¢ime F(X).

2.2 Nahodny pokus a jeho stochasticky model

V této praci se budeme zabyvat pravdépodobnostnimi prostory, které vznikaji jako mo-
dely diskrétnich ndhodnych pokusi, které nazyvame cekani na série. Pojem ndhodného
pokusu chapeme ve smyslu definice W. Fellera. V knize [7] (viz str. 16-17) se rozlisuje

— realny ndhodny pokus — uzivad objekt redlného svéta (rozpad radioaktivniho
atomu, vznik genotypu potomka, hod konkrétni minci, losovani karty z balicku
karet, atd.)

— myslenkovy nahodny pokus — uziva objekti matematického svéta (hod symet-
rickou minci, losovani bodu na obvodu terce ruletky, atd).

Je-li mnozina moznych vysledktt ndhodného pokusu 6 nejvyse spocetna, fekneme,
ze nahodny pokus je diskrétni. Mezi vSemi diskrétnimi ndhodnymi pokusy zaméiime
svoji pozornost na pokusy, které probihaji po etapach, nazyvame je viceetapovymi na-
hodnymi pokusy. K témto viceetapovym ndhodnym pokustim patii i ndhodné pokusy,
u nichz je pocet etap nahodna veli¢ina. Takové nahodné pokusy nazyvame nahodnymi
pokusy o ndhodném poctu etap (viz [26], str. 40 a str. 143). Pfikladem takového néa-
hodného pokusu je napt. opakovani hodu minci tak dlouho, az padne rub.
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[0 Necht ¢ je diskrétni ndhodny pokus (myslenkovy nebo realny). Stochastickym mode-
lem ndhodného pokusu ¢ nazyvame pravdépodobnostni prostor (€25, ps) takovy, ze (s je
mnozinou vSech moznych vysledkt ndhodného pokusu ¢ a ps je funkce, ktera kazdému
vysledku nahodného pokusu ¢ pfitazuje pravdépodobnost, s jakou se ndhodny pokus
muize skon¢it timto vysledkem (viz [26], str. 31).

Pravdépodobnostni prostor vznika jako stochasticky model konkrétniho nahodného po-
kusu.

2 7Z POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

[J V pripadé viceetapového ndhodného pokusu 0 lze vytvotit pravdépodobnostni pro-
stor (€25, ps) jako jeho model pomoci nasledujicich pravidel pro stochastické stromy (viz
26], str. 41):

(R1) vysledek viceetapového ndhodného pokusu 6 (jako prvek mnoziny {2s) je utvofen
posloupnosti vysledkii po sobé jdoucich etap,

(R2) rozdéleni pravdépodobnosti ps na mnoziné (25 uréuje tzv. pravidlo nasobeni, které
fika: je-li w € Qs, w = (a1, as, ..., a,) a dvojice (2, px) je modelem k-té etapy a
zaroven ag € € pro k =1,2,...,n, pak

ps(w) = pi(as) - paaz) - ... - pu(an).

Pravidlo (R2) umoziiuje stanovit rozdéleni pravdépodobnosti ps; na mnoziné {25 vy-
sledkt viceetapového nahodného pokusu 4, ale ¢islo ps(w) nelze povazovat za pravdé-
podobnost vysledku w (viz [26], str. 42).

Je-li § viceetapovym ndhodnym pokusem, pak pravdépodobnostni prostor (£2s, ps)

urceny pomoci pravidel pro stochastické stromy (R1) a (R2) povazujeme za model to-
hoto pokusu.
O Uvazujme pravdépodobnostni prostor (€2, p), kde Q = {wq,ws, ..., ws} a p(w;) = ’:n—J
pro j =1,2,3,...,s a urnu U, ve které je m kouli. Na k; koulich je napsano w;, kde
J =1,2,3,...,s. Vysledkem losovani koule z urny U je népis na vylosované kouli.
Pravdépodobnostni prostor (£2,p) je modelem takového losovani a naopak. Kazdy ko-
nec¢ny pravdépodobnostni prostor (€2, p), kde p je funkce nabyvajici racionalnich hodnot
z intervalu (0, 1), 1ze interpretovat jako model losovani koule z n&jaké urny. Mluvime
o urnovém modelu konecného pravdépodobnostnim prostoru (€2, p).

0 Necht dvojice (£2,p), kde Q = {wp,w1,ws,...,w,}, je pravdépodobnostni prostor.
Uvazujme ruletku R, jejiz ter¢ je rozdélen na (r+1) sektort oznacenych wy, wy, wa, . . . , Wy
Pomér délky oblouku sektoru w; a obvodu terce ruletky je p(w;) pro j =0,1,2,...,7.
Pravdépodobnostni prostor (€2,p) je modelem losovani sektoru pomoci ruletky R.
Kazdy konecny pravdépodobnostni prostor mtizeme ztotoznit s konkrétni ruletkou.
Mluvime o ruletkovém modelu kone¢ného pravdépodobnostnim prostoru (€2, p).

Pfijmeme umluvu, ze v pripadé pokusu o ndhodném poctu etap jsou jednotlivé
etapy provadény v urcitych casovych jednotkach. Doba trvani pokusu 6 o ndhodném
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poctu etap je (mluvime-li o ni pred zac¢atkem pokusu ) ndhodna veli¢ina urcend v prav-
dépodobnostnim prostoru (€25, ps) pravidly (R1) a (R2).
Predmeétem této publikace je konstrukce a zkoumaéani zejména spocetnych pravdé-
podobnostnich prostort, které jsou modely pokusi o ndhodném poctu etap.
Interpretace spocetnych pravdépodobnostnich prostori jako modeli ndhodnych po-
kust o ndhodném poctu etap umoznuje pii jejich zkouméani pouzivat pojmi bézného
jazyka (Cekani, doba ¢ekani, ziskani série atd.).

2 7Z POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

Priklad 1: Stochastickym modelem hodu symetrickou minci je dvojice (27, par), kde

1

Q= {0,1} a  pu(0) =pu(l) = 3

Cislo 0 je kédem vysledku padne 1lic, é&slo 1 je kédem vysledku padne rub.

Priklad 2: V souladu s pravidlem (R1) je vysledek n-nésobného hodu minci n-clenna va-

riace mnoziny {0, 1}. Vysledky tohoto nahodného pokusu tvofi mnozinu €2, = {0, 1}".

Protoze padnuti rubu a lice je v kazdém hodu stejné pravdépodobné, jsou i vSechny

vysledky n-nasobného hodu minci stejné pravdépodobné. Celkem je 2™ moznych vy-
1

sledkil a proto je pravdépodobnost kazdého z nich rovna 5. Stochastickym modelem

n-nasobného hodu minci je proto klasicky pravdépodobnostni prostor (2,7, Puar), kde

1 n
Qs = {0,1}" a Pan(w) = (5) pro kazdé w € Q.

Uvédomte si, ze kdyz vytvorime model n-nasobného hodu minci pomoci stochas-
tického stromu, ziskdme tentyz pravdépodobnostni prostor (2,a7, Prar)-

Priklad 3: Opakovani hodu minci tak dlouho, az padne rub, nazyvame cekanim na rub
a oznacujeme 9,. Kazdy vysledek ¢ekani na rub je podle pravidla (R1) posloupnost, jejiz
posledni ¢len je 1 a vSechny predchozi ¢leny jsou 0. Vysledky tohoto ndhodného pokusu
tedy tvofi mnozinu €2, = {1,01,001,0001,...}. Jestlize w € €., pak zapis |w| znamena
pocet ¢lenti posloupnosti w. Jestlize w € Q. a |w| = k, pak w je vysledkem k-ndsobného

hodu minci, a proto je jeho pravdépodobnost rovna zik = (%)k . Stochastickym modelem

¢ekani na rub je proto pravdépodobnostni prostor (2., p,), kde

]
1
pr(w) = <§> pro kazdé w € €,.

Uréime-li rozdéleni pravdépodobnosti na mnoziné €2, pomoci pravidla (R2) ziskdme
funkci, ktera je rovna p,.. Pomoci pravidel pro stochasticky strom ziskame pravdépo-
dobnostni prostor (jako model ¢ekani d,.), ktery je soucasné stochastickym modelem
nahodného pokusu.
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2.3 Série uspéchli a nelspéchil

2 7 POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

Predpokladejme, zZe mnozina vysledkt viceetapového ndhodného pokusu probihajiciho
po etapach je konecna. Vysledek viceetapového nahodného pokusu je podle pravidla
(R1) posloupnost vysledkt po sobé jdoucich etap. Z kombinatorického hlediska jde o
variaci prvki konecné mnoziny. Pocet ¢lentt posloupnosti w nazyvame jeji délkou a
znacime |w|.

Definice 9: Ozna¢me w libovolnou posloupnost (ay, as,as, ..., a,) a necht k& < n. Pod-
posloupnost (ay, as, . .., ax) nazveme zac¢atkem posloupnosti w délky k. Podposloupnost
(@p—k+1,Qn_ks2,-- -, ay) Nazyvame koncem posloupnosti w délky F.

Definice 10: Nechf u je pevné zvolené ¢islo z intervalu (0, 1). Dvojici (-1, pf_1), kde

Qo1 = {07 1}7 pgfl(l) =u, p371(0) =v=1-u,

nazveme nula-jednickovym pravdépodobnostnim prostorem. Nahodny pokus, jehoz mo-
delem je nula-jednickovy pravdépodobnostni prostor (2o_1, p§_, ), nazveme Bernoulliho
pokusem a znacime dj_;. Vysledek 1 Bernoulliho pokusu nazveme tspéch, vysledek 0
nazveme netispéch. Cislo u nazyvame pravdépodobnosti tispéchu.

Definice 11: Vysledek m-nasobného opakovani pokusu & _,, tj. kazdou m-¢lennou va-
riaci mnoZiny {0,1} nazyvame sérii tspéchii a netispéchit a oznacujeme a. Cislo m
nazyvame délkou série a. Vysledky 0 a 1 pokusu d§_; jsou série délky 1.

1
Poznamka 1: Pro u = % budeme Bernoulliho pokus d;_; interpretovat jako hod minci
a vysledky oznacovat pismeny [, r (lic, rub). Sérii Gspéchii a netspéchii o nazveme sérii
rubi a lict a.

Zapis o € {0,1}™ oznacuje, ze « je série uspéchi a netspécht délky m. Zapis |a| =
m oznacuje, ze série a ma délku m. Posloupnost 10110 je série ispéchti a netspéchti
délky 5, tedy 10110 € {0,1}° nebo [10110] = 5.

Definice 12: Necht a; € {0,1}™, ay € {0,1}", kde m,n € N. Rikdme, Ze sériec a; je
obsazena v sérii a a piSeme oy C g, jestlize je oy podposloupnosti (po sobé jdoucich
vyrazi) posloupnosti as. V opacném piipadé fikame, Ze série ayneni obsaZena v sérii
(g, COZ zapisujeme oy Z aso.

Napi: 001010 € 11001010111 ale 101 ¢ 011110. Samoziejmeé, ze o C a.

Definice 13: Necht oy € {0,1}™, my € N, k = 2,...,n. Jestlize a; & as a ag ¢ oy,
fikame, Ze série aq a ay jsou diferentni. Jsou-li kazdé dvé série aq, ag, . . ., «a, diferentni,
fikame, ze série jsou po dvojicich diferentni.
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Definice 14: Necht o = (aq, a2, ...,an,) € {0,1}™, m € N, h(j) =1 —j pro j € {0,1}.
Posloupnost (h(ay), h(asz), ..., h(an,)) nazgyvame dudlni sérii k sérii o a znac¢ime @. Série
a a @ nazyvame dualnimi sériemi.

Je-li « = 0, pak @ = 1. Jestlize a = 0101001, pak @ = 1010110.
Necht w = (ay,aq,...,a,) € {0,1}". Pocet vyrazi rovnych 1 v posloupnosti w, tj.
souet aj + as + ag + - - - + a,, oznacujeme J(w).

2 7 POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

2.4 Cekani na sérii ispécht a nelispécht

Definice 15: Nechf a je pevné zvolena série spéchi a netspécht o délce m, m € N.
Opakovani pokusu 6§, tak dlouho, az vysledky poslednich m pokusi utvoii sérii «,
nazyvame cekanim na sérii o a znacime 6.

Kazdy vysledek nahodného pokusu §% je aspon m-¢lenna variace mnoziny {0,1} a
takovéa, zZe jeji konec délky m je série o a zadna jina m-c¢lenna podposloupnost po sobé
jdoucich vyrazi v této posloupnosti netvofi sérii . Oznac¢me (2, mnozinu takovych
variaci, tj. mnozinu vysledki ¢ekdni §”. Funkce definovana pravidlem (R2) na mnoziné
Q, je funkce p? zadana predpisem

J (@) yleol I (@)

pa(w) =u pro w € Q,.

Dvojice (Q4,p") je pravdépodobnostni prostor. Je to model nahodného pokusu 6%.
Pocet opakovani nahodného pokusu 0" nazyvame dobou cekani na sérii a. Toto
¢islo (mluvime-li o ném pred zac¢atkem pokusu) je ndhodné veli¢ina T v pravdépo-
dobnostnim prostoru (Q,,p") a
T (w) = |w| prow € Q,.

Nahodna veli¢ina T nabyva hodnot Q7w = {|af, [a|+1, |a|42,...}. Rozdéleni ndhodné
veliciny T2 je funkce pru: Qv — R, kde
pre(k) =P(Ti=k)= > pw).
wWEQATYE (w)=k
Stfedni hodnota nahodné velic¢iny 77! je soucet fady

> kepra(k).

keQru

Cislo E(T") je stfednim doba ¢ekdn{ na sérii a.

Definice 16: Jestlize pro série tspéchii a netispéchit o a as plati, ze
E(T3)) = E(T5,),

pak nazyvame série a; a g stejné rychlymi v bodé u a znacime (a;Qas),.
Pokud
E(Ty,) < E(TZ,),

pak sérii a1 nazveme rychlejsi nez série ap v bodé u a znacime (a7 < ag)y.
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2.5 Cekani na jednu z nékolika sérii tspéchli a nelispéchl

2 7 POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

Necht 6§, je ndhodny pokus, aj, ag, ..., a;, jsou pevné zvolené po dvojicich diferentni
série ispéchl a neuspéchi. Necht |o;| = m; pro j = 1,2,3,...,n. Opakovani pokusu
d¢_, tak dlouho, az

— bud vysledky poslednich m; pokust utvoii sérii ay,

— nebo vysledky poslednich my pokust utvorii sérii as,

— nebo vysledky poslednich m,, pokust utvoii sérii «,,

nazyvame cekdnim na jednu z n sérii Gispéchtt a netispéchti a znacime 6 _

c—Qp

u

Necht r = min{m;, ms,...,m,}. Vysledek ndhodného pokusu J;; _

r-¢lennd variace mnoziny {0, 1} takova, ze kondi

—om Je aspon

— bud sérii ay délky myq,

— nebo séril ay délky ms,

— nebo sérii «,, délky m,,
a zadna jeji ¢ast po sobé jdoucich vysledkt neutvori zadnou ze sérii oy, a, . . ., a,. Mno-
.. " L , o w1 i oo " I
zinu vSech moznych vysledkii cekani o3 _ _, oznacujeme Qq,_. _q,. Je-li pg _
funkce definovana pomoci pravidla soucinu, pak

Doy (W) = 0@ ) prow e Qo

Dvojice (a;—..—ans P, .. _s,) je modelem Cekani 0y

an”

Necht P} _ oznacuje pravdépodobnost v pravdépodobnostnim prostoru

c—Qip
(Qay—..—ans Py .. —q,)- PTi Cekdni 63— _, uvazujme jevy
 fLied su g .
Aj = {¢ekani 6% _ _, se skond sérii a;} proj=1,2,...,n.

Jev A; oznacime jako {...a;} a jeho pravdépodobnost Py _ _, (...a;). V pravdé-
podobnostnim prostoru (Qa,—...—a,, Pa,—. _a,) j€ jev {...a;} mnozinou posloupnosti
z mnoziny (), ., koncicich sérii a;; o délce m;. Z definice 2 plyne, ze

Po,ljl—...—an(' ° O{]) - Z pgl—...—an(w)’
weQay —..—anp we{...a;}

Pocet opakovani nadhodného pokusu 45

séril aq, s, ..., a,. Tato doba je ndhodna veli¢ina Ty _ _
prostoru (Qa,—..—a,: Pa,—..—a, )- Jejl hodnoty tvoii mnozinu

Qpu o={rnr+Lr+2,. 1

Q] —...—

nazyvame dobou cekani na jednu ze
v pravdépodobnostnim
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Definice 17: Uvazujme cekani d; _

2 7Z POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

a jeho model (Qq,—..—a,, P4, _. _a, ) Jestlize

—ap

P _an(...()él):Pu _an(...a2)7

ap—... a;—...
pak série a; a ozg nazyvame stejn¢ dobrymi pii cekani §§ _ _, a znacime
(o =~ )™ . Jestlize série a; a ay jsou stejné dobre pii ¢ekani o5 _,,, nazyvame

je stejné dobrynn v bodé u a zna¢ime (a; = a3),. Jestlize

PY o (a)>Ph (o),

a1—... a1—..

pak sérii ay; nazyvame lepsi nez série oy pii cekani 0% | a znacCime
] —...— Qn
(a1 > ap)gt— . Jestlize série o je lepsi nez sérii ap pii Cekani 6y,

série oy je lepsi nez série ap v bodé u a znacime (ag > as),

_ay» Tikdme, Ze

2.6 Cekani na sérii barev

Nahodny pokus 4, mizeme interpretovat jako losovani sektoru ruletky Rf_;, jejiz
terc je rozdé€len na bily a cerny sektor, kde u je pomeér délky oblouku ¢erného sektoru a
obvodu terce. Zastavi-li se stfelka ruletky v ¢erném sektoru (tj. je-li vylosovana cerna
barva), mluvime o tspéchu, je-li vylosovana bila barva, mluvime o netispéchu. Pomoci
ruletek, jejichz terce mame na obr. 1, mizeme provadét nahodny pokus dg_,, pficemz

1

u=g Pro ruletku z obr. 1a),
1

u=7 Pro ruletku z obr. 1b),
1

U= Ppro ruletku z obr. 1c).

Série tispéchil a netispéchtl je v této interpretaci sérii dvou barev a tvofi tzv. cerno-bily
prapor. Cekani na sérii resp. ¢ekani na jednu u nékolika sérii tispéchi a netispéchii je
v takové interpretaci ¢ekanim na prapor resp. ¢ekanim na jeden z nékolika prapor.

a) b) c)
Obr. 1

Ruletkovou reprezentaci série tispéchti a netispéchti jako dvojbarevného praporu lze
rozsifit i na vicebarevné prapory. Naopak na série barev (jejichz pocet je vétsi nez 2)
lze pohlizet jako na vysledky vicenasobného losovani sektoru pomoci ruletky, jejiz terc
ma vice barevnych sektori. Dostavame tak novy ndhodny pokus o ndhodném poctu
etap, kdy ¢ekdme na bud na jeden nebo na jeden z nékolika takovych praport. Tato
zobecnéni budou predmétem nasich dalsich avah.
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Definice 18: Necht Q = {1,2,...,n}, kde n € N. Pfedpoklddejme, Ze

2 7 POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

p(j) =u; >0 proje a Zujzl.

JEQ

Kazdy ndhodny pokus, jehoZ modelem je pravdépodobnostni prostor (€2, p), nazyvame
n-pokusem a oznacujeme 0, ., nebo d,, pokud p je klasickym rozdélenim pravdé-
podobnosti na mnoziné 2. V pripadé, ze n = 2 je mnozina vysledki 2-pokusu rovna
{0,1} a 2-pokus je Bernoulliho pokus d§_;.

n-pokus 0y, 4, je jednoznacné uréen stochastickym vektorem [uy, us, ..., u,), kde
uj = p(j), pro j = 1,2,...,n. V souladu s popisem na str. 9 lze kazdy n-pokus inter-
pretovat jako losovani sektoru pomoci ruletky s n ocislovanymi sektory takovymi, ze
pomér uhlu sektoru j a ¢isla 27 je roven w;. V této interpretaci je modelem losovani
sektoru pomoci takové ruletky dvojice (€2, p), kde Q@ = {1,2,...,n} a funkce p uréuje
vektor [ug, ug, ..., Uy

Kazdy konec¢ny pravdépodobnostni prostor budeme déle interpretovat jako stochas-
ticky model losovani sektoru pomoci ruletky. Ruletku s ocislovanymi sektory lze nahra-
dit ruletkou s rtiznobarevnymi sektory. Z tohoto divodu budeme déale mluvit o sériich
barev neboli praporech.

Definice 19: Vysledek m-nasobného opakovani n-pokusu dy, . 4, tj. kazdou m-¢lennou
variaci mnoziny {1,2,...,n} nazyvame sérii barev nebo n-barevnym praporem nebo
kratce praporem. Cislo m nazyvame délkou série barev nebo délkou praporu. Jestlize
n = 2, pak série barev délky m je m-¢lenné variace mnoziny {0, 1}, kterd (jako ¢erno-
bily prapor) je sérii uspéchi a netspéchti (viz definice 11). Zapis |«| oznacuje délku
praporu «.

Definice 20: Nechf « je pevné zvoleny prapor délky m. Opakovani pokusu d,, ., tak
dlouho az m poslednich vysledk® utvofi prapor «, nazyvame cekanim na prapor a a
znacime o1,

Pocet opakovani ndhodného pokusu 671~ ~"" je nahodna veli¢ina 71—~ v mo-
delu tohoto ndhodného pokusu. Tuto ndhodnou veli¢inu nazyvame dobou cekani na
prapor a.

Definice 21: Nechf a; a a jsou série bareva oy € {1,2,...,n}l ay € {1,2,... n}le2l
kde n > 2. Jestlize
B(Tz) = BT,

pak série a; a g nazyvame stejné rychlé v bodé (uq, ..., u,) a oznacujeme

(041<>Oé2)(u1,...,un)-

Jestlize
E(Tolél,llffun) < E(Tolgffun)’
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pak sérii oy nazyvame rychlejsi nez série ag v bodé (uq, ..., u,) a oznacujeme

(Q{l < a2)(u1,...,un) ‘

Definice 22: Nechf my,my € N, oy € {1,2,...,n}™, ay € {1,2,...,n}™. Rikdme,
Ze prapor < je obsazen v praporu «g a zapisujeme a; C o, tvori-li oy posloupnost
po sobé jdoucich vysledkti v posloupnosti ay. Zapis a; ¢ o znamena, ze prapor a;
neni obsazen v praporu as. Jestlize a; ¢ as a as ¢ «q, fikdme, ze prapory a; a oo
jsou diferentni. Jsou-li kazdé dva prapory z mnoziny prapori ag, ao, . . ., a; diferentni,
fikame, Ze je takovd mnozina praport po dvojicich diferentni.

V souladu s tmluvou v definici 18, v pfipadé n = 2, uzivime misto mnoziny {1, 2}
v definicich 21-22 mnozinu {0, 1}.
Necht a4, ..., a4 jsou pevné zvolené po dvojicich diferentni prapory. Necht |a;| = m;
pro j € {1,...,k}. Opakovani n-pokusu 6, ., tak dlouho az

— bud m; poslednich vysledkti n-pokusu vytvori prapor ay,

— nebo my poslednich vysledkti n-pokusu vytvoii prapor as,

— nebo my, poslednich vysledki n-pokusu vytvori prapor ay,

;o IR o L o v U —...—U n : :
nazyvame Cekanim na jeden z k praporii a oznacujeme 0,,_ """ nebo oy _, , je-li

3=

u1:u2:~-~:un:

Oznac¢me Q,, — . _,, mnozinu vysledk ndhodného pokusu 531:::2‘[;, pakw € Q. 4

tehdy a jen tehdy, kdyz:
- we{l,2,...,n}", kde r > min{my, ma, ..., my} a soucasné
— je posloupnost w zakon¢ena bud praporem «; délky my,

— nebo je posloupnost w zakoncena praporem ag délky mo,

— nebo je posloupnost w zakoncena praporem «y délky my,

a zadny z predchozich po sobé jdoucich vysledkt v posloupnosti w netvoii zadny z pra-
porti g, o, ..., af. Jestlize w € Q,,_ _,,, pak vyraz J;(w) oznacuje pocet vyrazi
rovnych j v posloupnosti w, kde 7 = 1,2,...,n. Jestlize rozdéleni pravdépodobnosti
definujeme pomoci pravidla soucinu, pak je to funkce p,:~ " —o": Q4 — _o, —> R, kde:

P @) = ), (4)
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Funkce pgi_: ,ak je rozdélenim pravdépodobnosti na mnoziné €, _ _,, a dvojice
(Qas—. —ap, Par _ak)Je modelem nahodného pokusu 4,1~ '~ ;. Pravdépodobnost v tom-

al— -
U1 —Un
to prostoru oznacujeme Py~ ~/". S ndhodnym pokusem 5a1_ o, SPojme jevy:
XAl SUL—...—Up v/ .
Aj = {¢ekani 65" "4n se skonci praporem «j, j=1,2,...,k.}

Jev A; budeme oznacovat {...a;} a jeho pravdépodobnost Py~ "~ "(...q; ). V pii-
padé, Ze n = 2 je Cekani o, """ cekdnim na jednu z k sérif ispéchti a netispéchii.

Pocet opakovani popsaného ndhodného pokusu je ndhodna velicina T~ ~ " v prav-
dépodobnostnim prostoru (2, —..—a,, Pai__ar). Nazgvame ji dobou (,ekam na jeden
z prapori aq, Qs, . .., Q.

Definice 23: Uvazujme ¢ekéani o, — 0"

a1—.—a, @ jeho model, tj. pravdépodobnostni prostor
(g —ay P74, Jestlize

UL—.. UL—..
Pal— = ( ) Pal_ O ( o O{Q),
pak prapory a; a ap nazgvame stejné dobrymi pii cekani 0,1~ """ a oznacujeme

(o~ @)y,

Prapory a; a ay, které jsou stejné dobré pri ¢ekani 091~ “" nazyvame stejné dobrymi
) a1 —ag

v bodé (uy, ..., u,) a oznacujeme (oq = Q2)(u,,....un)-
Jestlize
Pulf 7’U4n( ) > Pulf *un( Q )
a)—...—ay al—..—ay, -2/,
rvrd p . . U1 U v .
pak prapor a; nazyvadme lepsim nez prapor as pii cekani 6,0~ " a oznacujeme
O
(0q > ag)(m )

Je-li prapor oy je lepsi nez prapor ay pifi cekani é5. ;"

lepsim nez prapor as v bodé (us, ..., u,) a oznadujeme

, pak prapor a; nazyvame

(O[l > aQ)(UL---,Un) .

Symboly

(a1 & o)), (1 & Q2)( 70,
resp.

(1> @)(ur,un), (1> az)‘f‘;j;j‘)’“

nahradime zkracené symboly
o) X Qig, Tresp. «aq > (o,

pokud bude zfejmé, v jakém modelu ¢ekani série oy a oy uvazujeme. Ukazme si celou
situaci na nasledujicim jednoduchém prikladu.

Piiklad 4: Uvazme dvé série barev a; = 12 a ay = 21. V modelu ¢ekani 63, ,; je
12 = 21, ale v modelech ¢ekani 0%, o o T€SP. 03y 11 o1 j€ 12> 21 resp. 21 > 12.
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3 Stochastické grafy

3 STOCHASTICKE GRAFY

3.1 Orientovany graf

Definice 24: Orientovanym grafem nazyvame dvojici [S, Qy_4], kde S = {w1, ..., w,}
je libovolna neprazdna mnozina a Qg_1 = [g;x] je nenulova ¢tvercova matice stupné s
obsahujici pouze ¢isla 0 a 1, tzv. nula-jednickova matice. Prvky mnoziny & nazyvame
vrcholy grafu a matici Qo1 nazyvame matici sousednosti. Je-li ¢ = 1, pak dvojici
(w;, w), kde w;,wy, € S, nazyvame hranou a oznacujeme w; — wy. Vrchol w; nazy-
vame pocatecnim vrcholem a vrchol wy nazyvame koncovym vrcholem této hrany. Je-1i
¢;; = 1, pak hranu w; — w; nazyvame smyckou. Vrchol wj, ze kterého nevede Zadna
hrana do jiného vrcholu, nazveme krajnim vrcholem. Mnozinu vSech krajnich vrcholt
orientovaného grafu nazyvame okrajem orientovaného grafu a oznac¢ujeme V[S, Qq_1].
Je-1i |V[S, Qo_1]| = r, pak graf nazyvame orientovanym grafem s r krajnimi vrcholy.

Orientovany graf [S, Qo_1] 1ze schématicky znézornit takto: Vrchol grafu zndzornime
obdélnickem, do kterého napiseme nazev vrcholu. Jestlize ¢;;, = 1, kde w;, w, € S, pak
hranu w; — wy, zakreslime jako orientovanou tsecku nebo kfivku s pocatkem v bodé
wj, kterd kon¢i v bodé wy,. Takto dostaneme schématické znazornéni grafu [S, Qo_1].

Na obr. 2 je orientovany graf [S, Qo_1], kde S = {wy, we, w3, wy, ws}.

N

) S Y s T
Obr. 2 Orientovany graf

Jeho matice sousednosti je na obr. 3.

(11100]
00110
Qo_1=|11001
00010
(00001

Obr. 3 Matice sousednosti orientovaného grafu

3.2 Pohyb po orientovaném grafu

Definice 25: Necht wj, wy a w;,, wj,, Wjs, . . ., wj,, jsou vrcholy orientovaného grafu [S, Qo_1].
Kazdou posloupnost hran (w; — wj,, wj, — wj,, w;j, — Wj,, ..., Wj, — Wj) hazveme
sledem z vrcholu w; do vrcholu w;, a oznacujeme
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w; — Wi, — Wj, — Wi, — ... — Wwj,, — Wi. Kazdou hranu této posloupnosti nazy-
vame hranou sledu. Pocatec¢ni a koncovy vrchol nazyvame vrcholy sledu. Délkou sledu
rozumime pocet jeho hran.

3 STOCHASTICKE GRAFY

Sledem z vrcholu w; do vrcholu wy, je tedy kazd4 posloupnost hran, kde prvni
hrana zacind ve vrcholu wj;, posledni hrana kon¢i ve vrcholu wj a pocatecni vrchol
kazdé nasledujici hrany je vzdy koncovym vrcholem hrany ptredchozi.

Pokud nehrozi nedorozumeéni, oznac¢ime sled w; — w;, — wj, = w;, — ... = w;,,
— wy, zkracené w; ~» wy, a jeho délku oznacime |w; ~» wy|. Mnozinu vSech sledii
z vrcholu w; do vrcholu wy oznacujeme {w; ~» wy}. Existuje-li sled z vrcholu w; do
vrcholu wy, fikdme, Ze vrchol wy, je dosazitelny z vrcholu w;.

3.3 Vlastni orientovany graf

Definice 26: Vlastnim orientovanym grafem nazyvame orientovany graf [S, Qo_1] spl-
nujici nasledujici podminky:

(P1) YV, wi, €S [(Yw; € S Gjry = ik, = 0) = Wi, = Wiy,

(nejvyse jeden vrchol neni koncovym vrcholem zadné hrany)
(p2) Vw;, € S Jwj, € S wj, # wj, (¢juj =1V o5 = 1),

(kazdy vrchol je poc¢ateénim nebo koncovym vrcholem aspori jedné hrany)
(p3) Jw; € S Ywp €S [w; # wp = (Fwj,, wjy, ..., w;, €S

(%31 Gjrge * - -+ * Gk = 1)),

(aspon z jednoho vrcholu lze pfejit do kazdého jiného vrcholu grafu)
(p4) ij' eS Elwk eS ElU)jl,’ij, ce, Wy, eS [Qle “Ghige - ik = 1]

(z kazdého vrcholu grafu lze prejit do néjakého krajniho vrcholu)

Graf na obr. 3a) nesplituje podminku (pl), na obr. 3b) je orientovany graf, ktery
spliiuje podminku (pl).

\
o] [ie]-— [ Yy N 7y
a) b)
Obr. 4
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3 STOCHASTICKE GRAFY

Obrazek 5a) predstavuje orientovany graf, ktery nespliiuje podminku (p2), na obr. 5b)
je orientovany graf, ktery spliiuje podminku (p2).

|

|

[w1 ][] (w1 ]——[wz ][]

a) b)
Obr. 5

H
ot

Graf z obr. 6a) nespliiuje podminku (p3), nebot neexistuje vrchol, ze které lze piejit
do vSech ostatnich vrcholi. Graf na obrazku 6b) spliiuje podminku (p3) (zminovanym
vrcholem je vrchol wy).

w
(5]

N [N\

[w2 ]~} (w1 ] (w2 ]——[1]

H
w

a) b)
Obr. 6

Orientovany graf, ktery nespliiuje podminku (p4) je na obr. 7a). Zadny z vrcholi
tohoto grafu neni krajnim vrcholem. Na obr. 7b) je graf spliujici podminku (p4).
Vlastni orientované grafy jsou na obr. 77, 3b), 5b), 6b) a 7b).

| |

N N\

[w1 ][] (w1 ]——[wz ][]

a) b)
Obr. 7
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3.4 Startovni vrchol

3 STOCHASTICKE GRAFY

Definice 27: Rekneme, e vrchol wy, orientovaného grafu [S,Qg_1] je vrchol spliujic
pocatecni podminku jestlize:

(p5) ij' € S, W §£ Wi El’wjl,ij, cee, Wy eS [qkjl “Gjrjo - Qi = 1]7
(z vrcholu wy, 1ze prejit do kazdého jiného vrcholu grafu).

Startovnim vrcholem nazyvame pravé jeden z vrcholti splnujicich poc¢atec¢ni podminku.
Z kontextu bude vzdy zfejmé, ze pravé v tomto vrcholu graf ,zacind”. Startovni vrchol
oznacujeme wy a na schématické znazornéni symbolem (s).

Existence aspon jednoho startovniho vrcholu ve vlastnim orientovaném grafu zaru-
¢uje podminka (p3). Graf z obr. 7? mé t¥i vrcholy spliujici po¢ateéni podminku. Jsou
to vrcholy wy, ws a ws. V zavislosti na kontextu mizeme polozit wy = w; nebo wy = wo
nebo wy = ws. Ziskame tak nasledujici t¥i orientované grafy - obr. 8a), 8b) a 8c¢).

N & N

@%m%m ’LU1 D ——— 4> m% w2 4> w4
a) b) ©)
Obr. 8

Je ziejmé, Ze startovni vrchol nemtze byt krajnim vrcholem.

Definice 28: Orientovany graf [S, Qo_1], na kterém existuje startovni vrchol wg splitujici
podminku
(p6) Yw; € S [w; # wo = gjo = 0],
nazyvame orientovanym grafem bez navratu na start.
Obréazek 3b) predstavuje graf bez navratu na start (startovnim vrcholem je vrchol

wl).

Definice 29: Orientovany graf [S, Qo_1], na kterém existuje startovni vrchol wq splitujici
podminku

(p7) Ele €S [wj 7& woy N\ qjo = 1],
nazyvame orientovanym grafem s navratem na start.

Na orientovaném grafu s navratem na start je startovni vrchol wy koncovym vrcho-
lem alespon jedné hrany (smycky neuvazujeme). Obrazky 8a), 8b) a 8c¢) predstavuji
orientované grafy s navratem na start.
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3.5 Cykl

Definice 30: Necht [S, Qo_1] je vlastni orientovany graf a w; € S. Kazdy sled z vrcholu
w; do vrcholu wj, ve kterém se Zzadnd z hran neopakuje nazyvame cyklem. Kazdy sled
z vrcholu w; do vrcholu w; nazyvime smisenym cyklem a oznacujeme c. Kazdou hranu
tohoto sledu nazyvame hranou cyklu. Délku sledu nazyvame délkou smiseného cyklu a
oznacujeme |c|. Kazdy vrchol smiSeného cyklu véetné pocateéniho a koncového vrcholu

3 STOCHASTICKE GRAFY

nazyvame vnitinim vrcholem smiseného cyklu.

Uvédomte si, ze kazdy obycejny cyklus je cyklem smiSenym a smycka je obycejnym
cyklem délky 1.

Definice 31: Cyklus, jehoz jednim z vnitinich vrchold je startovni vrchol, nazyvame
zakladnim cyklem. Cyklus, ktery neni zakladnim cyklem nazyvame vnitinim cyklem.
Smycka, kterd neni zakladnim cyklem se nazyva vnitini smyckou. Smiseny cyklus, jehoz
jednim z vnitinich vrchold je startovni vrchol nazyvame zakladnim smisenym cyklem.

Mnozinu v8ech sledu grafu [S, Qg_1] ze startovniho vrcholu wy do krajniho vrcholu
w; oznacujeme B, [S, Qo_1] nebo kratce B,,. Mnozinu viech sledii grafu [S, Qo_1] ze
startovniho vrcholu wg do néjakého krajniho vrcholu oznac¢ujeme B[S, Qq_1]. Budeme-
li potfebovat zdiraznit, Ze sled wy ~» w; vede pfes konkrétni vrchol, pouzijeme zapis
wo~wE~w;, kde wy ~~ wy, je sled ze startovniho vrcholu do vrcholu wy, wy, ~~ w; je sled
z vrcholu wy, do krajniho vrcholu w; a wy, zminovany konkrétni vrchol sledu. Analogicky
pro vyznaceni konkrétni hrany sledu wy ~~ w;, uzijeme zapis wo~>wy, —wg,~>w;, kde
Wk, — Wy, je zmillovana konkrétni hrana sledu nebo wg ~ wy, — ... = wy, ~ wj,
kde wy, — ... = wy, je néjaky konkrétni tsek sledu.

Definice 32: Necht [S,Qo_1] je vlastni orientovany graf, ¢ libovolny sled, ¢ libovolny
(smiSeny) cyklus. Pokud néjaka podposloupnost po sobé jdoucich hran sledu ¢ tvoii
(smiSeny) cyklus ¢, fikdme, Ze sled ¢ obsahuje (smiseny) cyklus c. V opaéném piipadé
fikdme, Ze (smiSeny) cyklus ¢ neni obsazen ve sledu .

3.6 Druhy tras orientovaného grafu

Definice 33: Necht [S, Qo_1] je vlastni orientovany graf. Sled, se ktery neobsahuje zadny
cyklus, nazyvame cestou. Sled, se ktery obsahuje zékladni cykly a soucasné neobsahuje
vnitini cykly nazyvame prosty sled. Sled, se ktery obsahuje vnitini smycky a soucasné
neobsahuje zakladni cykly nebo jiné vnitini cykly, nazyvame poloprosty sled. Sled, se
ktery obsahuje vnitini cykly a soucasné neobsahuje zékladni cykly, nazyvame poloslo-
zeny sled. Sled, se ktery obsahuje soucasné vnitini cykly a zakladni cykly, nazyvame
slozeny sled.

Uvédomte si, ze kazdy poloprosty sled je také poloslozenym sledem.
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3.7 Stochasticky graf

3 STOCHASTICKE GRAFY

Definice 34: Vektor ¢ = [p1,p2,...,ps], kde p; > 0,4 = 1,2,....s a > p =1
nazveme s-slozkovym stochastickym vektorem.
Ctvercovou matici Q = [pjr], kde j,k =0,1,2,..., s—1 nazgvame stochastickou matici
stupneé s, jestlize

pir €(0,1), Vj,ke{0,1,2,...,s -1}

s—1
Spu=1 Vje{o1,2....s—1}.
k=0

Stochastickou matici je tedy kazda c¢tvercova matice s nezdpornymi cleny ve které je
soucet cisel v kazdém tadku roven 1. Stochastickymi maticemi jsou napriklad nasledu-
jici matice:

110 012200
I 00% 0}
Q=1|,12,]" Q=|353030
1880 00010
(0000 1|

Necht Q je stochastickou matici stupné s. Uvazujme zobrazeni f z mnoZiny vSech
stochasticky matic do mnoziny nenulovych nula-jednickovych matic, které stochastické
matici Q = [pjx] pfifazuje nula-jednickovou matici f(Q) = Qo_1 = [¢jx], kde

1, pro pr >0,
djkx =
" 0, pro pj=0.
Matice f(Q) vznikne z matice Q nahrazenim kazdého jejiho nenulového prvku ¢islem 1.

Definice 35: Necht S je s-prvkova mnozina a Q stochastickd matice stupné s. Jestlize
dvojice [S, f(Q)] je vlastnim orientovany graf, pak dvojici [S, Q] nazyvame stochastic-
kym grafem.

Pro vyse uvedené stochastické matice Q; a Qo plati:

1100 01100
0101 00101

f(Q1) = 01101 fQa)=1]111010
1000 00010
100001

Necht S; = {ag,a1,a2,a3} a Sy = {ap, a1, a9,as3,a4}. Dvojice [S1, f(Qq)] neni vlast-
nim orientovanym grafem a dvojice [S;, Q1] neni ani stochastickym grafem. Dvojice
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[S2, f(Q2)] je vlastnim orientovanym grafem, proto je dvojice [Sz, Qa] stochastickym
grafem.

3 STOCHASTICKE GRAFY

Pojmy bézné uzivané pro vlastni orientované grafy uzivame také pro stochastické
grafy.
Necht [S, Q] je stochasticky graf a S = {wp, wy, ws, ..., ws 1}. Uvazujme s-slozkovy
stochasticky vektor v = [1,0,...,0]. Trojice [S, ¥, Q] predstavuje dalsi mozny alge-
braicky zapis stochastického grafu [S, Q]. Po pfidani vektoru ¥ k dvojici [S, Q] vidime,
Ze tento algebraicky zapis stochastického grafu lze nahlizet jako na algebraicky zapis
odpovidajiciho homogenniho Markovského fetézce (viz str. 26). Vzhledem k tomu, ze
budeme nadale pouzivat stochastickych grafii zejména ke studiu vlastnosti homogen-
nich Markovskych fetézci, pfijmeme tmluvu, Ze pokud w; je krajnim vrcholem, pak
smycku w; — w; nekreslime. Homogennimi Markovskymi fetézce se budeme zabyvat
v dalsi ¢asti prace.

3.8 Ohodnoceni hrany, ohodnoceni sledu na stochastickém grafu

Definice 36: Necht [S, Q] je stochasticky graf, kde Q = [pjx], necht w;, wy € S. Jestlize
Q(wj, wy) = p;jr > 0, nazveme &islo pj; ohodnocenim hrany w; — wy,. Je-li z sledem
v grafu [S, Q], pak soucin ohodnoceni vSech hran tvorici sled nazyvame ohodnocenim
sledu z a zna¢ime w(z). Je-li B libovolnou mnozinou sledi na stochastickém grafu

(S, Q], tak ¢islo

nazyvame ohodnocenim mnoziny B5.

Necht w;eS\V[S, Q]. Pro kazdy stochasticky graf [S, Q] je soucet vSech ohodnoceni
sledu z vrcholu w; do krajniho vrcholu je roven 1.

3.9 Zndazornéni stochastického grafu

Necht [S, Q] je stochasticky graf, kde S = {wo, w1, ws, ..., ws_1} a necht Q = [pjxl.
Uvazujme schématické znézornéni orientovaného grafu [S, f(Q)] a prifadme kazdé
hrané w; — wj, grafu ohodnoceni p;,. Graf s takto pfifazenymi kladnymi cisly je
schématickym zndzornénim stochastického grafu [S, Q].
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3 STOCHASTICKE GRAFY

Napfiiklad dvojice [S, Q], kde S = {wq, w1, wa, w3, wy, ws, we} a
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je stochasticky graf. Jeho schématické znazornéni je na obr. 9.

E
i
E
=)

Obr. 9 Schématické znazornéni stochastického grafu

V teorii grafii se pracuje s orientovanymi grafy, v nichz je kazdé hrané pfirazeno
ohodnoceni (ne nutné kladné). Takové grafy oznacujeme jako ohodnocené orientované
grafy (viz [21], str. 143). Z tohoto pohledu je tedy vyse uvedeny stochasticky graf
ohodnocenym orientovanym grafem.

3.10 lzomorfismus stochastickych grafii

Definice 37: Rikédme, Ze stochastické grafy [Si, Qi] a [Sa, Qz] jsou izomorfni, pokud
existuje takova bijekce g: & — S, Ze pro vSechny vrcholy w;,,w;, € & a vSechny
vrcholy wy, , wg, € Sz spliujici podminku

(g(wj1) = Wk, N g(ij) = ka)
plati:
Qu (wj;, wy,) = Qa(wWyy, W)

Rikame, ze funkce g zachovava ohodnoceni hran.
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4 Markovské retézce

4 MARKOVSKE RETEZCE

4.1 Homogenni Markovsky retézec

Definice 38: Posloupnost ndhodnych veli¢in (X,,),, definovanych v pravdépodobnost-
nim prostoru (2, Z, P) nazyvame Markovskym fetézcem, jestlize pro kazdé n € N a
kazdou posloupnost zy,, Zg,, ..., 2k, ., Tk, T; € S plati

n—17

P(Xn+1 = .I‘]|Xn = Tk, anl = Tkp_qs--- 7X1 = kaXO = .I‘ko)

(5)
= P(Xn+1 = xj|Xn = xk)a
pro P(X,, = xp, Xpno1 = Tk, 45 -, X1 = Tpy, Xo = Tp,) > 0. Jestlize navic prava strana
rovnosti (5) nezéalezi na n, nazyva se Markovsky fetézec homogennim. Cisla z mnoziny
S nazyvame stavy.

Pozndmka 2: V nasem piipadé uzijeme definici z [24], str. 322, ktera predstavuje Mar-
kovsky tetézec jako posloupnost ndhodnych pokust a jim odpovidajici posloupnost
pravdépodobnostnich prostorti, coz umoznuje vyuzit nékteré dalsi metody k vysetio-
vani vlastnosti Markovskych Fetézci.

Déle se budeme zabyvat pouze homogennimi Markovskymi fetézci s kone¢né mnoha
stavy a zndmym (pocatecnim) rozdélenim ndhodné velic¢iny X.

Definice 39: Necht Qs = {wo, w1, wa, ..., w,}, Qp & Qs. Predpokladejme, Ze kazdému
prvku w; z mnoziny s \ Q25 odpovidd nahodny pokus J; s modelem (Q2s,p;) a d, je
nahodny pokus modelu (s, p.). Markovskym fetézcem o (r+ 1) stavech (jsou to prvky
mnoziny (2s) nazyvame nasledujici viceetapovy ndhodny pokus ¢:

— nejdfive (to je pocatecni etapa) provadime ndhodny pokus d,,
— pokud kterakoli etapa skonc¢i vysledkem z mnoziny )z, tak ndhodny pokus d kondi,

— pokud dana etapa skon¢i vysledkem w;, w; & Qp, pak v dalsi etapé provadime
nahodny pokus ¢;.

Prvky mnoziny {2s nazyvame stavy a prvky mnoziny )z absorpénimi (pohlcujicimi)
stavy.

Markovsky fetézec je ndhodnym losovanim o ndhodném poctu etap, pricemz vy-
sledky kazdé etapy jsou prvky mnoziny Qs a model kazdé etapy (kromé prvni) zalezi
pouze na vysledku etapy predchozi (viz [7], str. 316-317).

V teorii Markovskych fetézcti se obvykle predpoklada, ze etapy ndhodného pokusu
probihaji v uréitych casovych jednotkach. Konec n-té etapy (n € Nj) nazyvame cas
n. Jestlize n-ta etapa skonci vysledkem w; fikdme, Ze v Case n se systém > nachazi ve
stavu w;.
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4.2 Algebraicka reprezentace

4 MARKOVSKE RETEZCE

Algebraickou reprezentaci pravdépodobnostniho prostoru (€2, p), kde Q@ = {wq, w1, ..., w,},
je stochasticky vektor [p(wy), p(w1), ..., p(w,)].

Uvazujme Markovsky fetézec o (r + 1) stavech ve smyslu definice 39. Algebraickou
reprezentaci modelu ndhodného pokusu 4, je vektor

s = [P+(wo), pe(wi), - - palwr)].

Vzhledem k tomu, Ze d, je pocatecni etapa, nazyvame tento vektor pocatecnim vekto-
rem.

Jestlize se systém X v Case n nachéazi ve stavu w; a w; ¢ (g, tak nasledujici etapa
Markovského Tetézce je nahodnym pokusem §; s modelem (Qs,p;), kde

p; = [pj07pj17 7pjr]7 Pk :pj(wk) pro wy € Qs.

Jestlize w; € g, pak podle vySe uvedené tmluvy plyne, ze

bk = 0, proj#k.

Tedy pro w; € Qg je slozka p;; vektoru p; rovna 1 a ostatni slozky jsou rovny 0. Po-
sloupnost vektorii (po, ..., p,) tvoii stochastickou matici Q = [pjxl, jejiz j-ty radek je
tvofen vektorem p;. Trojice [Qs, p., Q] je algebraicka reprezentace Markovského fetézce.

V této publikaci se budeme zabyvat Markovskymi Tetézci [Qs, ps, Q], ve kterych
p« = [1,0,...,0], a jejichz prvni etapou je ndhodny pokus dyp. V takovém piipadé je
trojice [Qs, p«, Q] jednoznaéné uréena dvojici [Qs, Q]. Stav wy nazyvame pocatecnim
stavem.

4.3 Ruletkova reprezentace homogenniho Markovského rétézce

Uvazujme Markovsky Fetézec [Qs, Q. Kazdému prvku w; z mnoziny Qs \ Qp odpo-
vidd nédhodny pokus ¢; s pravdépodobnostnim modelem (Qs,p;). Vratme se k ru-
letkovému modelu kone¢ného pravdépodobnostnim prostoru (viz str. 9). Kazdy né-
hodny pokus d; ma svoji ruletkovou reprezentaci. Pfedpokladejme, Ze ndhodnému po-
kusu §; odpovidé ruletka R;. Cisla sektorti kazdé z ruletek jsou prvky mnoZiny stavi
Qs = {wo,w1, . . ., w,}. Uvazme nasledujici viceetapovy ndhodny pokus:

— nahodny pokus zac¢ina losovanim sektoru pomoci ruletky Ry,
— pokud se néjaké etapa skonci vysledkem w;, kde w; € €2, ndhodny pokus kondi,

— pokud se etapa skonc¢i vysledkem w;, w; & Qp, pak nasledujici losovani se provadi
ruletkou R;.

Tento ndhodny pokus nazveme ruletkovy model Markovského fetézce [Qs, Q].
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4.4 Graf Markovského retézce

4 MARKOVSKE RETEZCE

Pro Markovsky fetézec [2s, Q] 1ze prvky mnoziny (g interpretovat jako vrcholy grafu.
Vrchol odpovidajici stavu w; oznacime wj, tedy S = {wy, ..., w,} je mnozinou vsech
vrcholti grafu. Vrchol wy predstavuje pocatecni stav wy nazyvame ho startovnim vr-
cholem. Kazdy vrchol reprezentujici absorpcni stav je koncovym vrcholem, mnozinu
vSech koncovych vrcholii nazyvame okrajem grafu. Jestlize p;; > 0, pak vrchol w;
spojime hranou s vrcholem wy. PripiSeme-li kazdé hrané cislo pj;, dostaneme ohod-
noceny orientovany graf [S, QJ, ktery nazyvame grafem Markovského tetézce [Qs, Q].
V pravdépodobnostni literatutfe se nazyva engelovskym grafem.

Kazdy Markovsky fetézec s kone¢nou mnozinou {2g stavii ma sviij engelovsky graf
a kazdy engelovsky graf odpovida néjakému Markovskému fetézci.

4.5 Interpretace homogenniho Markovského retézce jako bloudéni po
stochastickém grafu

Necht [Qs, Q] je Markovsky fetézec s (r + 1) stavy a dvojice [S, Q] jeho engelovsky
graf. V [6] Arthur Engel interpretoval pribéh Markovského fetézce jako posloupnost
nahodnych pokusii nasledovné:

Na zacatku (pfed provedenim pocatecéni etapy) stoji figurka ve startovnim vrcholu wy
grafu [S, QJ. Jestlize prvni etapa skon¢i vysledkem w;, presune se figurka do vrcholu
w;. Pokud se po (n — 1)-ni etapé€ nachazi figurka ve vrcholu w; a n-ta etapa se skonci
vysledkem wy, tak figurku piesuneme z vrcholu w; do vrcholu wy. Bloudéni figurky
konci jejim pfechodem do néjakého krajniho vrcholu grafu. Pii této,engelovské” inter-
pretaci Markovského Fetézce [(s, Q] se systém ¥ nachézi v ¢ase n ve stavu w; tehdy
a jen tehdy, kdyz se figurka po n-té etapé nachézi ve vrcholu w;. Doba trvani Mar-
kovského fetézce [Qs, Q] (odméfujeme poctem etap) je dobou ndhodného bloudéni po

grafu [S, Q].

4.6 Cekani na jeden z k praport jako homogenni Markovsky fetézec
1

Priklad 5: Uvazujme ¢ekani 03, _;;. Tedy

QS = {wo,O, 1,01, 11} a QB = {01, 11}

Oznacme w; = 0, ws = 1, w3 = 01 a wy = 11. Staviim wy, wy, we odpovidaji nahodné
pokusy &g, 01 a d2. Modeliim ndhodnych pokusi dg, 1 a do odpovidaji vektory:

po:[o’g’%’o’o]’ pl:[o’g’o’%’o] a p2:[07§70707%].
1
Pribéh cekani o3, _; interpretujeme néasledovné:

— nejdiive se provadi nahodny pokus dy,
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4 MARKOVSKE RETEZCE

— jestlize se kterakoli z etap skonci vysledkem z mnoziny (25, pak ndhodny pokus
1

3 v/
05111 kondi,

— jestlize se dana etapa skonc¢i vysledkem w;, kde j = 0,1,2, provadi se v dalsi
etapé nahodny pokus 9;.

Cekéni 6"~ “Z na jeden z k praport je ve smyslu definice 39 Markovskym fetéz-

Cl{l* O
cem. Stavy cekani jsou vSechny prapory, poc¢atky vSech prapori a také pocatecni stav
wo. Absorpcnimi stavy jsou v tomto piipadé série aq, . .., ag.

Necht (25 oznacuje mnozinu vSech stavi ¢ekani. Necht pj; je pravdépodobnost s ja-
kou cekdni ze stavu w; pfejde po daném pokusu do stavu wy. Uvazujme funkci Q
takovou, ze Q(w],wk) = pjr Pro wj,wy € Qs. Dvojice [Qs, Q] je algebraicky model
¢ekani 0,: —"o", dvojice [S, f(Q)] spliiuje podminky (pl)-(p4) z definice 26 (viz str. 19
a str. 23) a navic Engeliv graf [8 Q] tohoto ¢ekéani je stochastickym grafem, ktery
nazyvame grafem cekani §5;— "o,

Jestlize Qs C R (tj. stavy jsou ¢isla), pak je uvedeny Markovsky Fetézec jako po-
sloupnost ndhodnych pokusii zvlastni posloupnosti ndhodnych veli¢in splnujicich pod-
minku (5) a navic je Markovskym fetézcem ve smyslu definice 38, nebot v pravdépo-
dobnostnim prostoru urc¢eném pravidlem soucinu plati:

P(Xn+1 = ZL’]‘Xn = xlanfl = Thyp_qs - ,Xl = xkpXO = .I‘ko)

_ Pkj Pru_yyk " Pk(n_gyk(n—1) ~ " " Pkoks

= pkj = P(Xn+1 = {L‘j|Xn = l‘k)
Pk_1yk * Ph(n_oykn_1) " " Pkok:

4.7 Pravdépodobnostni prostor jako model cekani 6, "

Definice 40: Necht Q2 je mnozZina vSech sledii na stochastickém grafu [S, Q] a pg funkee,
ktera kazdému sledu prifazuje jeho ohodnoceni. Funkce p¢ je rozdélenim pravdépodob-
nosti na mnoziné Qg. Dvojici (Qg, pe) nazyvame pravdépodobnostni prostor induko-
vany grafem.

Cekani 6,1~ o je homogennim Markovskym fetézcem a jeho pritbéh miizeme in-
terpretovat jako nadhodné bloudéni po stochastickém grafu tohoto ¢ekani. Vzhledem
k této engelovské interpretaci, lze vysledek ¢ekani ztotoznit se sledem na stochastickém
grafu tohoto cekani.

Vzhledem k tomu, Ze kazdému stavu cekani ;. " _ZZ odpovidé prave jeden vrchol
grafu cekani, musi také kazdému vysledku ¢ekani 6,.~ ;" odpovidat pravé jeden sled
na grafu ¢ekani, tj. existuje bijekce z mnoziny stavil ¢ekani na mnozinu vrcholt grafu
¢ekani a také bijekce z mnoziny vysledkt ¢ekani na mnozinu sledti grafu cekani.

Pravdépodobnostni prostor (o, .. —ay, Pa;— . —a,) & pravdépodobnostni prostor (¢, pc)
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indukovany stochastickym grafem ¢ekani ¢

5 ALGORITMY

UL —...—Un,

on_ 4 jsou izomorfni (ve smyslu definice 3).

Dalsi ivahy a vypocty probihaji v zejména pravdépodobnostnim prostoru (g, pg)-
V tomto pravdépodobnostnim prostoru je jev {...a;} mnozinou téch sledi na grafu
cekani, které vedou do vrcholu «;. Tedy

P(...aj)= > wt). (6)

te{..a;}

Existuje fada zptisobu, jak vypocitat pravdépodobnost jevu {...c;}, napf.: ab-
sorp¢ni algoritmus, engelovské redukce grafii, Masonovo pravidlo, Conwayiv vzorec,
atd. V této knize ukdzeme i jiné metody jak vypocitat P(...cq;) pomoci vlastnosti
stochastickych grafi.

5 Metody zkoumani modelii Markovskych retézci

5.1 Absorpcni algoritmus

Necht [S, Q] je stochasticky graf, Vi C V[S,Q]. Symbol p;..y; oznacuje ohodnoceni
mnoziny vSech sledd z vrcholu w; do mnoziny V; (néjakd mnozina krajnich vrcholi).
Interpretujeme-li pribéh Markovského fetézce jako bloudéni po stochastické grafu to-
hoto fetézce, vidime, Ze p;..1; je pravdépodobnost, ze se figurka z vrcholu w; dostane
do jednoho z krajnich vrchold mnoziny V;. Soubor podminek

1) pjy, =1 prow; € 17,

2) pjevi =0 prow; € VIS, QJ\ V1,

3) Pjew = ijk Pewvy  pProw; € VIS, QJ, kde s¢itame pres vSechny vrcholy wy,
pro kteréwpkjk >0,

nazyvame absorpénim algoritmem (viz [23], str. 398-399). Tento algoritmus pocita
pravdépodobnost p;..;; pomoci soustavy linedrnich rovnic.

Necht P(...wj,) oznacuje pravdépodobnost pfechodu do krajniho vrcholu wj, a
pfedpokladejme, ze Vi = {w;,}. Z absorp¢niho algoritmu ziskdme soustavu rovnic a
jejim vyfesenim dostaneme hodnotu pravdépodobnosti po..{w;,} = P(...wj,), ktera je
souctem ohodnoceni vSech sledii koncicich v krajnim vrcholu wy,.

Priklad 6: Uvazujme stochasticky graf z obr. 10. Pfedpokladejme, ze Vi = {ws}, pak
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z absorp¢niho algoritmu dostaneme nasledujici soustavu rovnic

5 ALGORITMY

Po-rfus) = 5 Plofus) + 3 * Presfus}s

Plofus} = 5 " Plfus}t + 5 Pofus) + 5 * Paefus}
Poofws) = 5 Plofws} + 5 P2ofus} T 5 * Pafua)
DP3wfws) = 1,

Paefws} = 0,

3
z které plyne, ze pow.fuw,y = P(... w3) = =

5.2 Conwayllv vzorec

Nechf 6,5 je ¢ekdnim na jednu ze dvou sérii rubu a lict, j resp. k jsou délky sérii «
resp. 3. Necht o™, 5(™) oznacuje zacatky sérii o, 5 délky m a Q(m), Bm) konce sérii
a, B délky m. Definujme mnoziny

A, = {m e{1,2,3,....j}: apm :a<m>},

{m €{1,2,3,...,min{j,k}} : agm = 5<m>},
{m €{1,2,3,... k}: Bom = 5<m>},
{

m € {1,2,3,...,min{j, k}} : Bm) = a(m)}

Ag
B
B,
a soucty

axo = ZQi, axf = ZT, f<ip = ZT, O<ia = Z 21,

1€EAL i€A5 i635 1€ Bq,
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Tvrzeni 1: V pravdépodobnostnim prostoru ndhodného pokusu d,_g plati nasledujici
vztah

5 ALGORITMY

P(...5)  axa—axp
P(...a) B> - pxa’

ktery nazyvame Conwaytiv vzorec!.

Poznamka 3: Z vySe uvedeného vztahu plyne, ze jestlize
axa — axif
T BB = Beaa’
pak
p>1lef>a p=lesarxf, p<lesa>p.

Piiklad 7: Necht a = ririrl a 8 = rrirlr. Vidime, ze apqy =1 #r = o tedy 1 ¢ A,.
Analogicky

rlrlrl} ~ ooc A rlrlrl} L3¢ A, rlrlrl} - e

ririr] rirlrl rirlrl
rlrlrl rlrlr]
rlrlrl} = 5 ¢ Aa rlrlrl} = 6c 4
Odtud
A, ={2,4,6},
a tedy

axa =224+ 24 + 20 = 84.
Obdobné dostaneme
Az =10, Bg={1,6}, B,=1{1,3,5},
coz po dosazeni dava
axif =0, B3 = 66, Br<iae = 42.
Z Conwayova vzorce plyne
axa —axff 84 -0 21

fraff — fraa 66 —42 6

Protoze P(..5) 01
P(&):F a P( B):l_P( Oé),
tak 6 01

Odtud plyne, Ze rririr > ririri.

! tento vztah objevil John Horton Conway v [28];
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5.3 Algoritmus stfedni doby bloudéni po stochastickém grafu

5 ALGORITMY

Vratme se k engelovské interpretaci pribéhu Markovského fetézce [S, Q] jako bloudéni
po stochastickém grafu tohoto fetézce. Necht T,,, oznacuje dobu bloudéni, které zacalo
ve vrcholu w;. Nahodna veli¢ina T,,, kazdému sledu z vrcholu w; na okraj grafu pti-
fazuje jeho délku (pocet hran sledu). Pfedpokladejme, ze pro kazdy vrchol w; existuje

E(Ty,), oznac¢me E(T,,;) = e,,. Soustavu podminek

1) Cuw; = 0 pro wj € V[S7 Q]u

2) ey, =1+ pirew, prow; ¢ V[S,Q],

W

nazyvame algoritmem stfedni doby bloudéni po stochastickém grafu s neprazdnym
okrajem (viz [24], str. 305-306).

Pocet opakovani ndhodného pokusu d,,)~ 3" je ndhodna veli¢ina T}~ " v prav-
dépodobnostnim prostoru (a,—...—a,,Par_ _ar). Vypocitat stfedni hodnotu nahodné
veliciny Ty~~~ " pifmo z definice je velmi obtizné. Doba bloudéni po stochastickém
grafu ¢ekani 65~ "" se méi poc¢tem opakovani ndhodného pokusu. K urceni stiedni

o] —...— QO
hodnoty ndhodné velic¢iny 7'~ """ sta¢i urcit stfedni dobu bloudéni po stochastickém
a1 —...— QO
grafu ¢ekdni d,, """ pomoci vyse uvedeného algoritmu.

1
Priklad 8: Uvazujme cekani 67, _;,; a jeho stochasticky graf z obr. 11.

1
1 3
(o,
S i [10]-[101
2

3

Obr. 11 Stochasticky graf pokusu 51%17101

S vyuzitim algoritmu stfedni doby bloudéni po stochastické grafu dostaneme soustavu
rovnic

2 1
ewo =1 + §e’wo + 5617

_ 1 2
e = 1 + §€11 + 3610,
— 142 1
€10 = + 3611}0 + 36101a
enn =0,
eror = 0,

1
a po vyfesSeni dostavame e, = E(T3_10;) = 8, 4.

Piiklad 9: Necht o = 0101, ap = 1010, u = % Uvédomte si, ze

1

1 1 1
E(T02101) = E(T12010) =20 7£ 15 = E(T0210171010)-
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6 Vlastnosti sérii rubt a lict

6.1 Pravdépodobnost ziskani dané série Gspéchl a nelspéchil

V tomto odstavci ukdzeme nékteré specifické metody vypoctu pravdépodobnosti jevi
P(...a1) a P(...a9).

Priklad 10: Vezméme série a; = 00 a as = 11. Obr. 12 predstavuje stochasticky graf
nahodného pokusu d,_1;-

v

@\

v }'
BN "gos =y
T m v

Obr. 12 Stochasticky graf Obr. 13 Stochasticky graf

nahodného pokusu dg,_;; nahodného pokusu 47, _;,

Necht P(...11) = z. V pravdépodobnostnim prostoru indukovaném stochastickym
grafem z obr. 12 mame

r=u+u vutu? (vu)® +u® - (vu) + .

4 vu? + vu? - vu + vu? - (vu)® +ou? - (vu)d 4
a proto
v =u+vud+ou- v+ u?ou+u? - (vu)® +u® e (u) +
+ou® + vu® - vu +vu? - (vu)? +ou® - (vu)? ... | =
= u® 4+ vu® +ou - .

Odtud dostaneme, ze

u? + vu? 2u? — ud
xr = g
1—ou 1—u—+u?’
a tedy
2u? — u?
Pl..11) = ———.
( ) 1—u—+u?

Jevy {...00}, {...11} jsou opa¢né, coz znamena, ze

ud—u? —u+1
P(..00) =1 = P(...11) = =

Priklad 11: Uvazujme série oy = 11 a ay = 10. Graf ndhodného pokusu d},_;, pred-
stavuje obr. 13 na str. 34. Ndhodny pokus 0};_;, za¢ind ¢ekdnim na prvni uspéch (viz
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[24], str. 246). Soucet vSech ohodnoceni prechodii z vrcholu wg do vrcholu |1 |je rovna 1
(soucet vSech ¢lentt geometrické posloupnosti, kde a; = u a ¢ = v =1 — u). Ziskame-li
uspéch, nahodny pokus skonci po nasledujici etapé a plati

P(...11) =u a P(L..10)=v=1—u.

6 VLASTNOSTI SERII

Stejnou argumentaci 1ze pouzit i na série 111 a 110, které vzniknou ze sérii 11 a 10
dopsanim 1 na zacatek série.

Priklad 12: Uvazujme série ay = 111, s = 110 a ndhodny pokus d};;_150- O tom,
kterou ze sérii se cekani df);_;;0 skonci, rozhoduje vysledek etapy, ktery nasleduje
bezprostredné po ziskani dvou uspéchu v fadé. Ziskame-li tispéch, cekani konci sérii
111, v opacném pripadé konc¢i ¢ekani sérii 110. Odtud plyne, ze

P(..111)=u a P(...110)=v=1-u.

Vyse uvedené argumenty lze uzit i na série délky k (k € Ny), které vzniknou ze sérii
11 a 10 dopsanim (k — 2) jedni¢ek na zacatek série.

Priklad 13: Oznac¢me oy = 1j sérii, jejiz kazdy clen je roven 1 a ay = 110 oznacuje
sérii, jejiz pocatek je tvofen z (k — 1) jednicek a posledni ¢len je 0. Uvazujme nédhodny
pokus o, _,,. O tom, jakou sérii se cekani skonci, rozhoduje vysledek etapy vykonané
bezprostiedné po ziskdni (k — 1) aspéchi v fadé. Pokud tato etapa skonéi tspéchem,
pak dostaneme sérii 1, skonci-li netispéchem, pak ndhodny pokus dy _,, skonci sérii
1x-10. Odtud plyne, ze

P(...1y)=u a P(...1;10)=v=1—u.
Tuto argumentaci mizeme pouzit i na dualni série.

Priklad 14: Uvazujme série a; = 0, a ap = 0p_11. Série Oy a 15 jsou dudlni a také série
Ox—11 a 1510 jsou duélni, a proto ze symetrie (analogicky jako v pfipadé ndhodného
pokusu § kdy oy = 1 a ag = 1;,10) dostaneme, ze

PL.0)=v=1—-u a P(..011)=u.

u
a1 —a2)

Piiklad 15: Uvazujme série a; = 11 a ap = 01. Stochasticky graf ndhodného pokusu
014_o; Predstavuje obr. 14.

Ol O
Obr. 14 Stochasticky graf Obr. 15 Stochasticky graf
nahodného pokusu 4} _g; nahodného pokusudiy_q;
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6 VLASTNOSTI SERII

Pokud jsme ve stavu @, pak s pravdépodobnosti 1 skon¢i ndhodny pokus 6}, zis-
kéanim série 01, nebot dalsi krok ¢ekéni je ¢ekani na tispéch. Pravdépodobnost dosazeni
vrcholu [0] je rovna v + uv = v(1 +u) = 1 — u?, a proto

P(..0)=1—u* a  P(..11)=1-P(...01) =u>

Vyse uvedené argumenty lze uzit i na série 111 a 011, které vzniknou ze sérii 11 a
01 dopsanim cifry 1 na konec série.

Priklad 16: Uvazme série oy = 111, ap = 011 a nadhodny pokus 0},;_¢;;- Jestlize se
neuspéch objevi poprvé nejpozdéji ve treti etapé, pak ziskat sérii 111 jiz neni mozné.
Nahodny pokus d};;_o;; skonéi ziskanim série 111 tehdy a jen tehdy, kdyz kazda z prv-
nich tii etap skonci ispéchem. Navic

P(...111) = v,

a odtud plyne, ze
P(...011) =1 — >

Vyse uvedené argumenty lze uzit i na série délky k (k € Ny), které vzniknou ze sérii
11 a 01 dopsanim (k — 2) jedni¢ek na konec série.

u

Priklad 17: Uvazujme nahodny pokus d;5 _,,, kde oy = 1; a ay = 01;_;. Jestlize
neispéch poprvé nastane nejpozdéji v (k — 1)-ni etapé, pak ziskat sérii oy jiz neni
mozné, nebot po (k — 1) Gspésich ndhodny pokus skoné¢i sérii 01;_;. Sérii 1, ziskdme
tehdy a jen tehdy, pokud k prvnich etap skonci ispéchem. Z vyse uvedenych skutecnosti
plyne, ze

P(..1)=u* a P(...011)=1-d"

Tuto argumentaci mizeme pouzit i na dualni série.

Piiklad 18: Necht oy = 05, a g = 10;_1. Série 0 a 1; jsou dudlni a také série 10,_; a
01x_; jsou dudlni, a proto ze symetrie plyne, ze

P.0p)=vF=0—-wk a P(L..10,1)=1—(1—-u)"

Priklad 19: Uvazujme série a; = 10 a ay = 01. Graf ndhodného pokusu 0j,_,; je
obr. 15. O tom, jakou sérii se skonc¢i nahodny pokus 63,_,;, rozhoduje vysledek prvni
etapy. Pokud prvni etapa skonc¢i netispéchem, pak dalsi pribéh ndhodného pokusu je
¢ekanim na prvni tspéch a s pravdépodobnosti 1 se ndhodny pokus skond¢i ziskanim
série 01. Analogicky, pokud prvni etapa skon¢i uspéchem, pak s pravdépodobnosti 1
nadhodny pokus skonéi ziskanim série 10. A navic

P(...10) =u a PL..01)=v=1—-u.

Vyse uvedené argumenty lze uzit i na série 100 a 001, které vzniknou dopsanim 0
na konec série 10 a na zacatek sérii 01.
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Priklad 20: Uvazujme série o; = 100, ap = 001 a nahodny pokus d}y;_go;- Obr. 16
predstavuje stochasticky graf nadhodného pokusu d190_qo1-

u

i

v

0]

6 VLASTNOSTI SERII

u

v
v
O

u

Obr. 16 Stochasticky graf ndhodného pokusu d199—go1

Jestlize jsme ve stavu , pak jev {...001} je nemozny. Naopak je-li ¢ekani ve stavu
, pak jev {...001} je jev jisty. Aby &ekani skoncilo sérii 100, musi tispéch nastat
nejpozdéji ve druhém pokusu. Odtud plyne Ze ndhodny pokus 63;_go; skonci sérii 001
tehdy a jen tehdy, kdyz prvni dva pokusy skonci netispéchem. Dale

P(...100) = u + vu = 2u — u? a P(...001) = v* = (1 —u)*.

Vyse uvedené argumenty lze uzit i na série, které vzniknou dopsanim (k — 2) nul
na konec série 10 a na zacatek série 01.

Priklad 21: Uvazujme série a; = 1041, ap = 0;_;1 a ndhodny pokus 45, _,,. Pokud
kterakoli z (k—1) poc¢atecnich etap skon¢i ispéchem, pak ziskani série ap uz neni mozné,
nebot po (k — 1) netspésich skon¢i ndhodny pokus ziskdnim série a;. Aby nahodny
pokus 6 _,, skonil sérii ay, musi kazda z prvnich (k — 1) etap skoncit netispéchem.
V takovém piipadé (s pravdépodobnosti 1) nahodny pokus skonéi sérii as. Z vyse
uvedenych tvah plyne, ze

1— ,Uk:fl

P(...lOk_l):u+vu+v2u+...+vk_2-u:u-17
—v

=1—0Ft=1—(1—-u)r?

P(...0p 1) =0t = (1 —u)f .

6.2 Pravdépodobnost ziskani dané série Gspéchli a nelispéchii jako funkce
pravdépodobnosti Gspéchu

Pro kazdy ndhodny pokus dj; _
metru u. Necht

apevné j € {1,2,...,n} je P(...w,) funkei para-

—Wn

P(...wj)=f. w,(u) prou € (0,1).
Analogicky v ptipadé n = 2, necht
P(...w1) = fu,<w(u) prou € (0,1).
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6.2.1 Cekani na jednu ze dvou sérii (spéchii a netispéchti délky 2

Je ziejmé, ze

P(.. . we) =1— fi <w(u).
Na obr. 17, 18 a 19 jsou grafy funkci f,, ., pro série wy,ws € {11,10,01,00}, kde
w1 7é wo.

A
1
08t J1C0<00
06}
041
02}
Jbo<to
02 04 06 08 1
A A
) 1
08f ]81<oo 038 10<01
06 06
041 047
02 ~ﬁ.‘0<01 02 J81<10
02 04 06 08 g 02 04 06 08 g
Obr. 18
A A
1 1 7 7
08 J1C1<1o 0gl  00<11 11<00
06 06
04 04
02,
f10<11 02
02 04 06 08 g 02 04 06 08 g
Obr. 19

Z obr. 17 vidime, ze:

(10 > 11), pro u € (0, 3), (11 > 10), pro u € (3,1), (10 = 11),, pro u = 3,
(01 > 10), pro u € (0, 3), (10 > 01), pro u € (3,1), (01 = 10), pro u = 3,
(00 > 10),, pro u € (0, 2’2‘6), (10 > 00), pro u € (2’2\6, 1), (00 =~ 10),
pro u = 2_2 2,

(01 > 11),, pro u € (0,*2), (11 > 01), pro u € (¥%2,1), (01 ~ 11), pro u = L2,
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(00 > 11), pro u € (0,3), (11 > 00), pro u € (%,1), (11 ~ 00), pro u =
(00 > 01), pro u € (0, 3), (01 > 00), pro u € (3,1), (00 ~ 01), pro u =
Vise ziskané informace o sériich shrneme do tabulky:

6 VLASTNOSTI SERII

I

N [0 [ =

luc 0,22 [ue B2 Y ue G, D) ue(21) ]

2 2 2
10 > 11 11> 10
01> 10 10 > 01
00> 10 | 10 > 00
01> 11 11 > 01
00> 11 11> 00
00 > 01 01> 00

Z vysledku v tabulce plyne, Ze relace > pro u € (0, %) U (?, 1) je relace tranzitivni,

naopak pro u € (%, U (3, g) neni tranzitivni relaci.

6.2.2 Cekani na jednu ze t¥i sérii Gspéchii a neispéchii délky 2
Necht wy,ws, ws € {0,1}? jsou étyii ndhodné pokusy typu 6%

w1 —w2—ws3"*

e Obrazek 20 predstavuje stochasticky graf ndhodného pokusu 03 1 ;-

v

()= [1]——[10]
u
Obr. 20

Z grafu muze vycist, ze
— pokud skon¢i prvni etapa netspéchem, pak skonc¢ime sérii 01;

— pokud skond¢i prvni etapa uspéchem a druha netspéchem, pak skonc¢ime sérii
10;

— pokud skon¢i prvni dvé etapy uspéchem, pak skonc¢ime sérii 11.

Odtud plyne, ze
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P(...01)=v=1—u, P(...10) =uwv =u(l —u) a P(...11) = v

Grafy funkci f o1, f.10 @ f.11 najdeme na obr. 21.

A

! f01 ']fﬂ

08
06
041
02 f1o
02 04 06 08 g
Obr. 21

Plati:
(01> 10)1), (01> 11),

)

(=]

2 27

é_%)? (11 > 01)(@_1 1)’
)-

=

e Stochasticky graf ndhodného pokusu 63;_;;_q, predstavuje obr. 22.

v
v u
=1
v
Obr. 22

Pravdépodobnostni prostor tohoto ndhodného pokusu je koneény, nebot Q19_11_99 =
{00, 10,11,010,011} a

Pio—11-00(00) = v* = (1 — w)?,
Plo-11-00(10)

Plo-11-00(11)
Plo-11-00(010) = u

= UV =
= u2’
,UQ
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pzlLO—n—oo(Oll) = v’y = U2(1 —u).

Protoe {...00} = {00}, {...11} = {11,011} a {... 10} = {10,010}, pak P(...00) =
(1 _U)Qa

P(...10) = u(l —u) + u(l — u)? = w(l — u)(2 — u),

P(...11) = v® + u?(1 —u) = u*(2 — u).
Grafy funkci f oo, f.10 @ f.11 jsou na obr. 23.

A

No Iy

08
06
04
02 fo1
02 04 06 08 g
Obr. 23

Odtud dostavame, ze:

(01> 00)z sy, (00> 01) s i),

2

<

’sin (mn( )

(00 > 11) (0.u0); (11> 00) (.19, kde g = ) = 0,445,

3

e Stochasticky graf ndhodného pokusu 63 _,,_o; ukazuje obr. 24.

np}
@UJ@“

Obr. 24
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Z izomorfizmu stochastickych grafti ndhodnych pokusi 61;_11_¢; @ 075_go_o1 Plyne,
ze P(...01) =u, P(...10) = u(1 —u) a P(...00) = (1 — u)% Grafy funkci f o1,
f..10 & f.oo predstavuje obr. 25.

A

"N Joy

087
06t
04t
0 J1o
2 04 06 08 g
Obr. 25

Proto plati, Ze:

(01 > 10)¢0,q1), (00 > 01)(0

3_ By (01 >> 00) 3 /5y (00 >> 10)(0 l), (10 >>
2 2 ) (2 2 ) ’2
00)(%,1).
e Uvazujme ndhodny pokus dg;_1;_qo- Stochasticky graf tohoto nahodného pokusu
je na obr. 26.

1]

|

[
©—l--0

u

Obr. 26

!

S

=

S

Analogicky s vyuzitim vysSe ziskanych vysledkt dostaneme, Ze
P(...01) =u(l—u)(1+u), P(...11) =u* a P(...00) = (1 + u)(1 — u)?. Grafy
funkci f o1, f.11 @ f.oo jsou na obr. 27.
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N 1

087
067

04

02t f01

v

02 04 06 08 1

Obr. 27

Tedy

(00> 01)0,1, (01> 00) 1 1,
§

2\/7 Sin (arctan( )
3
3

(00 > 11)(0,u0)5 (11 3> 00) (4,1, kde ug = 2 — ) = 0,555,

(01> 11) s sy, (11> 01) 45, .

6.2.3 Cekani na jednu ze &ty¥ sérii ispéchii a netispéchii délky 2

Stochasticky graf nahodného pokusu 074 _9_g1_¢o Predstavuje obr. 28.

01][00]

N\ /o
o

Obr. 28

Pravdépodobnostni prostor (211-10-01-00, P}1_10—01—00) j€ konecny. Mame Q41 _10-01-00 =
{11,10,01,00} a

Pli—10-01-00(11) = u?,
Pli—10-01-00(10) = u(1 — u),
Pli-10-01-00(01) = u(1 — u),
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pzf1—10—o1—oo(00) =(1- U)2-

A% tomto koneéném pravdépodobnostnim prostoru je:
11) =

) - u(l - ’LL),
) - u(l - ’LL),
) =(1—-u)

P(..
P(..
p(..
P(...00

Grafy funkci f. g0, f.01, f.10 @ f.11 ukazuje obr. 29.

A

1
08
06

04

02 fm: Jgo

02 04 06 08 1

Obr. 29

Pak
(01~ 10)01), (00> 01)g 1, (01 > 00),
(00> 11) 5.1, (113> 00)1 ), (113> 01)

17
(3
(

14
27

7 _o 7

6.3 Paradoxni vlastnosti sérii rubt a licli, ispéch a nelspéchil
Nyni ukadzeme priklady paradoxnich vlastnosti sérii rubi a lict, sérii ispéchii a neu-
spéchti a sérii praport.
Priklad 22: Uvazujme série tispéchti a neuspéchii: 10, 01 a 00. Plati
(10 =~ 01)%, (01 =~ 00)%, (10 > 00)%.
Relace ~ tedy neni tranzitivni.

Priklad 23: Uvazujme série ispéchti a neuspéchii: 1101, 1011 a 0111. Pak

(1101 > 1011)5, (1011 > 0111)y, (0111 > 1101),,

1
2

a proto mezi témito tFemi sériemi neni nejlepsi série (tj. lepsi nez kazda ze dvou zby-
vajicich). V ¢ekani 625, 10110111 J€

0111 > 1011, 1011>> 1101, 0111 > 1101,
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a to znamend, Ze v éekani 031y, 1011 o111 j€ Série 0111 nejlepsi (nebot je lepsi nez kazda
ze dvou zbyvajicich).

6 VLASTNOSTI SERIf

Priklad 24: Uvazujme nahodny pokus d},_;, kde u € (0,1) je parametr. V modelu
cekani 4}, ,; napi.: pro u = % au = % je (10 > 01),, a napf.: pro u = % au = i
je (01 > 10),. Zda se, ze pro kazdé dvé série tispéchii a netspéchii oy, g, resp.
pro nadhodny pokus 63 _,,_ _, , kde n > 2, existuje parametr resp. parametry, aby
jedna série byla lepsi nez druha. Uvazujme nahodny pokus 0fy_q;_19, kde u € (0,1) je
parametr. Plati

Vue(0,1) [(01>10)0 1.
V tomto cekani je ale série 01 vzdy lepsi nez série 10.

Piiklad 25: Necht o = 2221, ap = 2112, a3 = 1122, u; = 0, 3255, us = 0, 335,
uz = 0,3395. V modelu ¢ekani §;' "2~ "2 plati

1—a2—Q3
2221 > 2112, 2112 > 1122, 2221 > 1122.

5u17uzfus :

Zatimco v modelu cekani 9.}~ 27" je

1122 > 2221.

Piiklad 26: Necht oy = 1221, ap = 2212, a3 = 1311, uy = 0, 3255, us = 0, 335,
ug = 0,3395. Pak je

(1221 > 2212) (4 ugus)s (2212 1311) (g usus)> (1221 5> 1311) 0y g ),

zatimco v modelu ¢ekani 5, ~22""3 plati

a1 —ag—asg
1311 > 1221, 1221 > 2212, 1311 > 2212.
Priklad 27: Necht a; = 2312, ag = 3122, a3 = 2232, uq = Ug = Uz = % Dostévame

(2312>> 3122)1 11y, (3122>2232)1 11, (2312~ 2232)

)’

W=

1
'3

Wl
=

11
373

=

503
zatimco v modelu ¢ekani 63 _, . plati

2312 > 2232, 2232 > 3122, 2312 > 3122.
Priklad 28: Necht a; = 123, ap = 231, a3 = 312, uq = Uy = Ug = Uy = i. Pak

(123 > 231), (231> 312), (312> 123),

)

PN

11
Y4040

PN
P

1
140

PN

)

PN
Bl

)

PN

)

PN

)

FS

zatimco v modelu ¢ekani 65 plati

—aa—as3

123 =~ 231, 231 =312, 312~ 123.
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Priklad 29: Necht oy = 0111, oy = 1110. Pak

7 STOCHASTICKE HRY

(011101110)3,

ale v dekani 0311, 1110 j€
0111 > 1110.

Piiklad 30: Necht ay = 1111, aip = 1110. V tomto piipadé je

(1110 < 1111)

)

N

zatimco v ¢ekani 6%;,; 1110 plati
1110 ~ 1111.

Priklad 31: Necht oy = 3421, ap = 2342, u; = uy = uz = uq = 3. Plati

(3421 <1 2342) .

=

11
14040

—~
ST

ale v Cekani 03,5, o340 plati
2342 > 3421.

7 Stochastické hry

7.1 Nahodné hry

Ve hie hraji hraci Hy, Hy, Hs, ..., H,,. Provadi se ndhodny pokus d. Predpokladejme,
ze jevy Aq, Ao, As, ..., Ay, jsou spojeny s ndhodnym pokusem § a tvori uplny rozklad
v pravdépodobnostnim prostoru (€25, ps), ktery je stochastickym modelem ndhodného
pokusu §. Jestlize nastane jev A;, tak zvitézi hra¢ H; (j = 1,2,...,m). Takovou hru
nazyvame nahodnou hrou s tcasti m hraci. Rekneme, ze hra je spravedliva, pokud

1
P(Ay)) = P(Ay) = P(A3) =---=P(A,) = p—
V Journal of Recreational Mathematics (vol. 7, No. 4, Fall, 1974) Walter Penney
uvazoval nasledujici hru (uvedeme preklad z originalu):

,Jestlize hazime tiikrat po sobé minci, dostaneme jeden z nasledujicich vysledkia: HHH,
HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT. Zda se ale, Zze by vybrana nekonecna série
méla stejnou Sanci jako libovolna jina série. Tuto skutecnost muzeme ilustrovat na
prikladé nésledujici hry: ty i tviij souper si kazdy vyberete jednu sérii. Pak se hod
minci opakuje tak dlouho, az posledni tfi hody vytvoii jednu ze dvou vybranych sérii.
Zvitézi ten hrac, jehoz série padla. Tvlj soupet vybral sérii HHH, ty jsi vybral HTH.
Jsi presvédceny, ze mas vétsi sance. Jak velka je tvoje Sance?

Reseni autora: Odpovéd zni: tvoje Sance je 3 ku 2. Oznacme tvoje Sance P. Jestlize
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v prvnim hodu padne H, pak méme ¢tyfi stejné pravdépodobné ptipady (jako vysledky
nasledujicich dvou hodd minci):

- HH (a v tom piipadé prohravas)

- TH (a v tom ptipadé vyhravas)

- TT (a v tom pfipadé musite oba ¢ekat nez znovu padne H; odtud plyne, Ze tvoje
Sance zvitézit je znova P) a

- HT. V tomto pfipadé zalezi na tom jestli v nasledujicim hodu padne H nebo T (oboji
je stejné mozné). Ty zvitézis nebo zvitézis s pravdépodobnosti P. Spocitejme tvoje
sance:

7 STOCHASTICKE HRY

P=0 —i—l +P +1 P
T HH Aty 471t S8HTH S HTT

tedy P = 2.

7.2 Strategicky-nahodna hra

Uvazujme nasledujici modifikaci Penneyovy hry: Na zacatku hry si hra¢ mtze vybrat
sérii. Hra¢ H4 si vybird prvni a zvoli sérii o. Pak si vybira sérii hra¢ Hp (uz ale vi,
jakou sérii si vybral hra¢ H,) a vybere sérii 8 € {l,7}* \ a. Kazdy z hrd¢t se snazi
vybrat takovou sérii, kterda mu dava nejvétsi Sance zvitézit. Nyni se budeme zabyvat
optimalnimi strategiemi vybéru kazdého z hraci. Budeme fesit hry, ve kterych hraci
vybiraji série délky k, kde k£ > 3.

Definice 41: Pokud v pravdépodobnostnim prostoru (€2,-g, pa—g) plati,
Pla < pB) > P(f < a),

fekneme, Ze je série o lepsi nez série [ i oznacujeme o >> f3.

Definice 42: Necht « je pevné zvolend série rubtu a licti a necht |o| = k, k > 3. Uvazujme
mnozinu A, = {0 : || = k A a # B}. Sérii v spliujici podminku

Vocda Par(---7) = Pap(... B),

nazyvame kontra-optimalni sérii k sérii a.

Vsechny série rubii a lictt délky k jsou stejné pravdépodobnymi vysledky k-nasob-
ného hodu minci. Proto by se mohlo zdat, Ze je Penneyova hra spravedliva a nezalezi
na tom jaké dvé série si hraci vyberou. V kapitole 1 jsme ukézali, Ze tato tivaha je
chybna. Skutecnost, ze v pripadé stejné dlouhych sérii neni Penneyova hra spravedliva
lze povazovat za jeden z paradoxti poctu pravdépodobnosti. Dokonce ke kazdé sérii o
délky k£ > 3 vybrané hracem H,4, mtze hra¢ Hp zvolit ze zbyvajicich sérii takovou,
kterd je lepSi nez série o (viz [10], str. 187). Na zac¢atku hry stoji hra¢ Hpg pied problé-
mem vybéru takové série [, ktera mu dava vétsi Sance zvitézit nez dava série « jeho
soupefi. Je to problém jak najit (k dané sérii ) takovou sérii § délky k, ze v prav-
dépodobnostnim prostoru (£2,—3, pa—p) bude pravdépodobnost jevu {.../5} vétsi nez
pravdépodobnost jevu {...a}.
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Tvrzeni 2: Jestlize a = ajay ... a; je série rubli a licti, pak vSechny kontra-optiméalni
série k sérii o maji tvar

7 STOCHASTICKE HRY

ﬁ = )\&1&2 A1,
pro vhodné \ € {l,r}.

Piedpokladejme, ze o = ajay...ar, € {H,T}*, k > 3. Oznacme
ag = Hayas...ap—1 a o =Tajas...ap_1.
Tvrzeni 3: Pokud « je série rubti a licti, tak @ = oy nebo & = ay.
Toto tvrzeni dokdzali L. Guibas a A. M. Odlyzko (viz [10], str. 183-208).
Tvrzeni 4: Pro kazdou sérii rubti a lict « je
Plag < o) # P(ar < ).

Z vyse uvedenych tvrzeni vyplyva, ze ke kazdé sérii o existuje pravé jedna kontra-
optimdlni série. Je ji jedna ze série ay nebo ap. Nakonec (srv. [10], str. 183-208)
dostaneme:

Tvrzeni 5: Pro kazdou sérii rubti a lictt o plati

Pla < &) < P(a < a),
¢ili kontra-optimalni série k sérii « je série lepsi nez série .
Bezpostiednim dtsledkem tvrzeni 4 je

Tvrzeni 6: Neexistuje k& > 3 tak, aby relace > byla na mnoziné {H,T}* tranzitivni
relaci.

Dtikaz: Necht o € {H,T}*, kde k > 3 je libovolna piedem dand série rubfi a lict.
Ozna¢me & = ay, A1 = g, ay = ag atd. Pak je zifejmé, ze

Qg > a o > Q.

Jestlize ~ (g > @), pak neni relace > tranzitivni. Pokud vSak as > «, pak uvazujeme
sérii a3 a pak mame

a3>>0z2, Qy > Q] a a1 > Q.

Jestlize ~ (a3 > oV a3 > «q), tak relace > neni tranzitivni.
Jestlize a3 > « a a3 > a1, pak uvazujeme série oy atd. Mnozina {H,T}* je konecna
a proto vyse uvedenym postupem dojdeme k zavéru, ze relace > neni tranzitivni.

Relace > se objevuje ve stochastické hie, kterou fesil v roce 1974 Walter Penney
(viz [22]). Ve hfe hraji dva hrac¢i Hs a Hp. Na zacatku hry si hraci vybiraji série z
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mnoziny {H,T}*, kde k > 3 je pevné dand délka série. Hra¢ H, vybird svoji sérii a
jako prvni. Pak vybird hra¢ Hp svoji sérii  z mnoziny 8 € {H,T}* \ o. Hrd¢ Hp
vi, jakou sérii si vybral hra¢ H,. Pak se provadi losovani d,_s a pokud nastane jev
{a < B}, tak zvitézi hra¢ H,. Pokud nastane jev {5 < «a}, tak vyhrava hra¢ Hp. Je
jasné, ze vétsi Sance na vyhru ma ten z hraci, jehoz série je lepsi. Paradoxem je, ze
hrac vybira svou sérii jako druhy méa - po spravném vybéru série - vétsi Sance na vyhru
ve hie. Prednostni pravo pii vybéru série tedy neni vysadou.

Protoze relace > neni tranzitivni, tak paradoxné ze skutecnosti, ze hra¢ H, ma
vétsi Sance na vyhru nez hra¢ Hp a hra¢ Hp ma veétsi Sance na vyhru nez hra¢ He
nevyplyva, ze ve hie s hrdc¢i Hy a Ho mé vétsi Sance na vyhru hraci H, (bez ohledu
na to, jakou délku série si hrac¢i vyberou).
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