PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE
PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

NIEZALEZNOSC STOCHASTYCZNA ZDARZEN

Zadanie 1 Po potasowaniu szesciu kart: asa, dwojki, trojki, czworki, piatki i szostki
wytozono na stét w rzedzie cztery karty rewersami ku gorze. Wynik tego rozktadania
nie jest wiec znany. Nie ujawniono takze dwu kart pozostatych w reku. Pozwolono Ci
odkry¢ trzy pierwsze karty i zadna z nich nie jest asem (rys. 1). Jakie jest w tej sytuacyi
prawdopodobienstwo, ze as lezy na miejscu czwartym?

Zadanie 2 W komodzie, ktéra ma 3 ponumerowane szuflady, rozmieszczono losowo
dwie ponumerowane kule. Rozwazmy dwa zdarzenia:

A = {szuflada nr 2 nie bedzie pusta},
B = {szuflada nr 1 bedzie pusta}.
Oblicz P(A|B).

Zadanie 3 7 rzutem dwiema kostkami, biala i czerwong, zwigzmy nastepujace zda-
rzenia:

A = {na obu kostkach tacznie wypadnie 7 oczek},

B = {na bialej kostce wypadna 4 oczka},

C' = {lacznie na obu kostkach wypadnie 6 oczek}.

D = {na kazdej z kostek wypadnie nie wiecej niz 4 oczka}.

Dla kazdych dwoch sposrod tych zdarzen rozstrzygnij, czy informacja o zajsciu jednego
z nich wplywa (i jak?) na prawdopodobienistwo drugiego z nich.

Zadanie 4 7 rzutem dwiema kostkami bialtg, i czerwona, zwigzmy zdarzenia:
A = {na obu kostkach wypadna jednakowe liczby oczek},
B; = {na kazdej z kostek wypadnie nie wiecej niz j oczek},j =1,2,3,4,5,6.

Zbadaj, czy i jak informacja o zajsciu zdarzenia B; wplywa na prawdopodobienstwo
zdarzenia A. W zadaniu trzeba obliczy¢ P(A|B;) dla j =1,2,3,4,5,6.

Zadanie 5 7 trzykrotnym rzutem monets zwiazmy zdarzenia
A = {w drugim rzucie wypadnie orzet},

B = {w pierwszym i trzecim rzucie wypadnie reszka},

C' = {lacznie wypadna dwie reszki},

D = {w pierwszym rzucie wypadnie orzet},

E = {w pierwszym rzucie wypadnie reszka}.
Oblicz i poréwnaj: P(A|B) i P(A), P(C|D)i P(C) oraz P(C|E) i P(C).



Zadanie 6 Zalézmy, ze P(A) =01 P(B) > 0. Wykaz, ze P(A|B) = P(A). Skorzystaj
z twierdzenia, ktore orzeka, ze jesli C' C D, to P(C) < P(D).

Zadanie 7 7 n-krotnym rzutem kostka zwigzmy nastepujace zdarzenia:
A; = {w j-tym rzucie wypadnie jedno oczko},
By, = {w k-tym rzucie wypadnie széstka}, gdzie j = 1,2,3,...,n oraz j # k.

Wykaz, ze zdarzenia A; i By sa stochastycznie niezalezne.

Zadanie 8 7 n-krotnym rzutem kostka zwiazmy zdarzenia:
C; = {za j-tym razem wypadnie parzysta liczba oczek},
Dy, = {za k-tym razem wypadnie co najmniej 5 oczek}.

Wykaz, ze dla j # k zdarzenia C; i Dy, sa stochastycznie niezalezne.

Zadanie 9 7 pieciokrotnym rzutem monetg zwigzmy nastepujace zdarzenia:
A = {w pierwszych trzech rzutach moneta reszka wypadnie dokladnie raz},
B = {w dwu ostatnich rzutach wypadna same orly},

C = {w trzech ostatnich rzutach wypadna same orty}.

Rozstrzygnij, czy zdarzenia A i B sa stochastycznie niezalezne. Czy sa stochastycznie
niezalezne zdarzenia A i C'?7 Czy spodziewales si¢ takich odpowiedzi?

Zadanie 10 Rozwazmy s-krotne losowanie bez zwracania kuli z urny U;_¢ o s ponu-
merowanych kulach. Na j-tym etapie nastapi skojarzenie, jesli za j-tym razem zostanie
wylosowana kula numer 7,5 =1, 2,3, ..., s. Rozwazmy zdarzenia:

A; = {na j-tym etapie nastapi skojarzenie}, j =1,2,3, ..., s.

Zbadaj niezaleznos¢ zdarzen A; i Ay, gdy j,k =1,2,3,...,s1 j # k. Czy rozwigzanie
zadania pozostaje w zgodzie z intuicja?

Zadanie 11 Postawile$ na wynik losowego rozkladania czterech kart pikowych: wale-
ta, damy, krola i asa na czterech miejscach. Stawiajac na wynik przewidujesz jaka karta
trafi na pierwsze, jaka na drugie, jaka na trzecie, a jaka na czwarte miejsce. Wezmy
pod uwage dwa zdarzenia:

A = {na drugim miejscu trafnie wytypujesz karte},
B = {trafnie uda Ci sie przewidzie¢ karte na trzecim miejscu}.

Zbadaj niezaleznos¢ stochastyczng zdarzen A i B.

Zadanie 12 Zalézmy, ze zdarzenia A i B zwiazane z do$wiadczeniem losowym § sa (w
jego modelu) stochastycznie niezalezne i ze znamy ich prawdopodobiefistwa. Za chwile
zostanie przeprowadzone doswiadczenie 0. Oblicz w tej sytuacji prawdopodobienstwa
zdarzen:



C = {zajdzie dokladnie jedno ze zdarzen A, B},
D = {nie zajdzie zadne ze zdarzen A, B},

E = {zajdzie przynajmniej jedno ze zdarzenn A, B}.

Zadanie 13 Z zestawu 12 kart: czterech aséow, czterech waletéw i czterech dam usta-
lasz sobie trzy karty (nie usuwajac ich z zestawu), a nastepnie bedziesz losowat jedna
karte. Z tym losowaniem zwigzmy dwa zdarzenia:

A = {wylosowana karta bedzie asem},
B = {wylosowana karta bedzie jedna z trzech ustalonych}.

Na ile sposobéw mozesz ustali¢ taki podzbior trzech kart, aby zdarzenia A i B byty
stochastycznie niezalezne?

Zadanie 14 W pojemniku sg dwie urny identyczne, gdy chodzi o wyglad zewnetrzny:
— urna U, z dwiema kulami biatymi i jedna czerwong i
— urna U, z jedna kula biala i dwiema czerwonymi.

Doswiadczenie losowe ¢ rozpoczyna sie od losowania urny z pojemnika. Nastepnie,
bez zagladania do wnetrza wylosowanej urny, bedzie z niej losowana kula n razy ze
zwracaniem. Rozwazmy zdarzenia zwigzane z doswiadczeniem losowym §:

B; = {wylosowana za j-tym razem kula bedzie biala},j =1,2,3,...n
C; = {wylosowana za j-tym razem kula bedzie czerwona},j =1,2,3,...,n.

Dla kazdego j = 1,2, 3, ...,n zdarzenia B; i C; sg przeciwne. WezZmy réwniez pod uwage
zdarzenia zwigzane z losowaniem urny:

Ay = {na poczatku zostanie wylosowana urna Uy},

Ay = {na poczatku zostanie wylosowana urna U,_}.

Zdarzenia Ay i Ay tworzg uklad zupely zdarzen i P(A;) = P(Ay) = 1.
Oblicz:

By), P(Bsy) oraz P(Bs);

By|Ch) oraz P(C5|Cy N By);

By|By), P(Bs|B1 N By), P(By|By N By N By);
Aq|By), P(A1|By N By) oraz P(A;|By N By N Bs);

Zadanie 15 Rekwizytem w grze sa trzy krazki identyczne w dotyku: krazek z obu
stron bialy, krazek z obu stron czerwony i krazek z jednej strony czerwony z drugiej
biaty. Najpierw losujemy krazek a nastepnie szybkim ruchem ktadziemy go na stole.
Przeprowadzono to doswiadczenie losowe i widoczna strona wylosowanego krazka jest
biata. Jaka jest w tej sytuacji szansa na to, ze wylosowany krazek jest z obu stron biaty.



Zadanie 16 Wsrod 65 monet jednoztotowych jest jedna z ortem zaréwno na awersie
jak i na rewersie. W szesciu rzutach losowo wybrana moneta otrzymano same orty.
Jaka jest szansa, ze to moneta z dwoma ortami?

Zadanie 17 Mamy dwie urny: Us,s oraz Us,;. Ustal procedure losowania dwoch kul
bez zwracania z tych urn, aby prawdopodobienstwo wylosowania dwoéch kul biatych
byto najwigksze.

Zadanie 18 Podczas klaséwki z historii Jan i Pawet siedzieli obok siebie. Miedzy in-
nymi mieli napisa¢ dwie daty. Jan je pamietatl, ale nie wiedzial jak je przyporzadkowac.
Zapytal Pawta, wiedzac ze w 3 przypadkach na 4 Pawel zna prawidtowa odpowiedz.
Jednk Pawel w 1 przypadku na 4 oszukuje Jana. Co jest lepsze dla Jana: poshuchaé
Pawta, czy odpowiedzie¢ losowo?

Zadanie 19 W komodach A, B i C sa po dwie szuflady. W kazdej szufladzie jest
jedna moneta, przy czym w komodzie A sa monety zlote, w C' — srebrne, a w B jest
jedna moneta ztota i jedna moneta srebrna. Wylosowano komode, nastepnie szuflade i
znaleziono tam monete ztota. Jaka jest szansa, ze w drugiej szufladzie jest tez moneta
ztota?

1
Zadanie 20 Kazda z 4 oséb: A, B,C i D, méwi prawde z prawdopodobienstwem 3

Osoba A wypowiada pewne zdanie logiczne do osby B, a nastepnie B powtorzyta je
C, C powtorzyta je D, a D stwierdzila, ze A powiedziata prawde. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze osoba A rzeczywiscie wypowiedziata zdanie prawdziwe?

Zadanie 21 W miescie dziataja dwa przedsiebiorstwa takséwkowe: Zielone Taxi (85%
samochodéw) oraz Niebieskie Taxi (15% samochodéw). Swiadek nocnego wypadku za-
konczonego ucieczka kierowcy twierdzi, ze samochod byt niebieski. Eksperymenty wy-
kazaly, ze Swiadek rozpoznaje kolor poprawnie w 80% przypadkéw, a myli sie w 20%
przypadkow. Jaka jest szansa, ze w wypadku uczestniczyta niebieska taksowka?

Zadanie 22 Test na rzadka chorobe, ktérg dotknieta jest srednio jedna osoba na ty-
siac, daje falszywa pozytywna odpowiedZ w 95% przypadkéw (u osoby chorej daje
zawsze odpowiedZ pozytywna). Jaka jest szansa, ze osoba, u ktérej test dat odpowiedz
pozytywna, jest faktycznie chora?

Zadanie 23 Wybieramy jedna rodzing sposrod rodzin majacych n dzieci. Rozwazmy
dwa zdarzenia:

A = {w losowo wybranej rodzinie jest co najwyzej jedna dziewczynka},
A = {w losowo wybranej rodzinie sa dziewczynki i chlopcy}.

Czy zdarzenia A i B sa niezalezne?



Zadanie 24 W pewnej przestrzeni probabilistycznej zdarzenia A i B sa niezalezne
oraz AU B = Q. Wykazaé, ze P(A) =1 lub P(B) = 1.

Zadanie 25 Tenisista, aby awansowa¢ do nastepnej rundy turnieju, musi wygra¢ dwa
mecze pod rzad z trzech. Moze grac:

a) ze stabszym od siebie, z lepszym i znéw ze stabszym, albo
b) z lepszym, ze stabszym i znéw z lepszym;

Ktéry wybor daje tenisiscie wieksze szanse na awans, jesli wyniki kolejnych meczéw sa
niezalezne?

Zadanie 26 Towarzystwo ubezpieczeniowe ma statych klientoéw, ktorzy powodujg w
ciggu roku kolizje z prawdopodobienistwem 0, 01 oraz 15% nowych klientéw, powoduja-
cych kolizje z prawdopodobienstwem 0, 4. Prawdopodobienstwo, ze dany klient bedzie
mial kolizje w ciggu roku jest dla niego niezmienne, niezaleznie od tego czy miat juz ko-
lizje wezedniej, czy nie. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany klient bedzie
mial kolizje oraz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany klient bedzie mial druga
kolizje, skoro wiemy, ze mial pierwsza.



